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JL/ie Facult^ten sind bekanntliicih yon ^s^er Wichtigkeit in dtir Ma^ 
thematik. ycuidermonde gebührt das Verdienst, auf sie als auf eine besondere 
Art von Irrationalgrossen (Memoire sur les irrationelles de diflerens ordres avec 
une application au eerde, in Hist. d. Facad. roy. des Sciences An. 1772. Pg. 
489. u;ff-) aufmerksam gemacht zu haben* ^^ach ihm hzi Kramp (Analyse 
d. rtffractions astron. et terr. Chp. IIL) ein besonderes Capitel ihrer Unterstt- 
(^ung gewidmet und sie eigentlich in die Mathematik eingeführt. Aus dieser 
Abhandläng ergab sich ihre Bedeutung für die Analysis. Es kamen nun 
mehrere Mathematiker auf sie zurück; so Legendre (Eiercices de calcul inte- 
gral T, L Pg. 277. u. ff. T. IL Pg. 1. u. ff.); Bessel (Ueber die Theorie der 
Zahlenfacultäten im Konigsbergcr Archiv für Natur- Wissenschaft und Mathe- 
matik Ir Bd. S. 241. u. ff.)^ Gauss (Disquisitiones generales circa seriem 
infinitam etc. in Comment. Soc. reg, scient GStting, Vol. II, ad. A. 1811-— 1813); 
Creüe (Versuch einer allgemeinen Theorie der analytischen Facultäten und: 
Memoire sur la th^orie des puissances, des fonctions angulaires et des facul- 
tes analytiques s. dieses Journ. 7r Bd.); EytelcQein (Grundlehren der hohem 
Analysis Ir Bd. S. 551. u. ff. 2r Bd. S. 672. u. ff.), und Andre. 

Es konnte nicht fehlen, dass unter der Pflege so ausgezeichneter Män- 
ner dieser Zweig der Mathematik sehr gefordert wurde, und hievon gebührt 
Kramp gewiss ein nicht unbedeutender Theil des Verdienstes. Er ging von dem 
Gedanken aus, die Facultäten als eine besondere Art von Functionen zu be- 
handeln und die für sie geltenden Gesetze zu entwickeln, also ihre Theorie zu 
gründen. Er theilte sie, folgerecht und nach Analogie der Potenzen, in Facul- 
täten mit positiven und negativen, ganzen und gebrochenen Exponenten ein und 
entwickelte für diese speciellen Falle die nothigen Gesetze; aber für jeden ein- 
Crelle*s Jonrnal f. d. M* Bd. XXXm. Heft 1. \ 
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zelnen Fall selbst wieder auf speciellem Wege. Die von ihm gefundenen Re- 
sultate stehen daher unter sich isolirt und entbehren eines allgemeinen, sie alle 
umfassenden Gesetzes und des innern Zusammenhanges. Die Arbeiten von 
Legendre und Gauss haben die Anwendung der Facultäten auf anderweitige 
Entwicklungen zum Zwecke. Daher^kommen sie, io^dfsm ebml)«whf^tm^ 
nicht directy aber bei dfer Untersuchung der Facultäten immer aesnalb in iBe* 
tracht, weil diese, sich auch über die-^u Anwendungen beputzten besondern 
Fälle zu erstrecken hat. Bessel nahm die von Kramp aufgefasste Idee in der 
angeführten Abhandlung wieder auf, und der Zweck seiner Untersuchung ist, 
die in Kramps Arbeit vorkommenden Mängel zu verbessern und zu berichtigen. 
CreUe stellte zuerst eine allgemeine Theorie dieser Gebilde auf. Eytelwein gab 
in .«eioej: Analysi3 die vor ihm in diesmal Gebiete gewonnene Ansbert« im Zu- 
sammenhange, wieder. ; ;' . 

'Wenn ich es nun vaternehm^, die Facultäten näher zu untersuchen, 
$0 geschieht es hauptsächlich aus dem Grunde, weil ich glaube» dass dßs 
schon \x>xi Kramp gesuchte und xqa Grelle ausgesprochede allgemeine Gese^ 
sich auf eine ungemein einfache Weise gewinnen lässt, daas dadurch die 
^]i€;orie der Facultäten auf eine ebenso ^allgeroeine als einfache Basis, zurück- 
geführt, werden kai)i>, wie es bei dem Binomium geschieht und bekannt i«U ; und 
dass sich überhaupt, die Anwendbarkeit dieser Functionen in den verscbiedelieo 
Zweigen der Analy^is um ein Bedeutendes steigern lässt; wie es sich iin Fol* 
genden zeigen wird* 

Vor Bett:dcbtung des Gegenstandes selbst ist aber auf dnän ;Uebel$t9n.d 
aiofmerksam zu machen nothig». der vielleicht nirgend störender auftritt, als hieüi 
nämJich auf die Versduedenheit der Zeichen, deren sich die Mathematiker in 
diesem Zweige der Analysis bedient haben und noch bedienen. Ich stelle sie 
hier zusammenis um auf die Nothwendigkeit hinzuweisen, sich über eine be- 
stimmte Bezeichnung zu verständigen. 

pCaHdermonde bedient eich der Bezeichnung 

1) [pr=Mp-l)(/>~2)-..(^-»+l); 

Kramp der Bezeichnung 

55) a"'^:Äa(a-H.4)(ö + 2r/)....(ä+(/»— 1)^/); 

Legendre der Bezeichnung (Gamma von n) 

. . 3) r(n)=r 1.2.3.4 ....(/i-l); 

Gau^s der Bezeichnung 

4) /!(»)« 1.2.3. 4.... (i2-l)n^ 
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-■CrtUe. üei l&etexiixwxng . » . ^ ' . ^ . 

.v 6) (a,+d)"==a(a+£0(ö+5W)-...(flN-(/i--.l)rf)...^ 

In den AnnaleBjiVoa G^rgromi^ (T. III.) hat iSOo/T^y später sich des UAfgtnixt^ 
Zekhens bedient: > .»• . . ' . . f . . ;, ,: ,. ^ J.,-? 

i r 6) n/ss.l .2.3«4 •••• n. .; . •. ' i li) 

jB^53^ behält die von iSTromp unter No. 2» aufgeit^te Bbzeichining 
£s ist in der That sehr zu bedauern« . dass man sich hier noch nicht :ufaer deK 
Gebrauch . eines Zeichens vereinigt hat Offenbar, sidd die BezeichnungeR Mb. 1^ 
3> 4 uiid.6 zu ^edell; dam man kann durch sie nurJFacuItälen von bestimmter 
Zunahme und von. der Basis 1 ausdrucken^ Sie sind: dabei etwas uHbewegHch^ 
wenn man auch von der in ihnen UegendemWillkiir absehen wollte»; Die Zei* 
eben No.2..nnd 5, sind allgemeiner ^ , diesen, b^qta'emer und besser zur Dar« 
steUunigi allgemeiner Gesetze, km'ipfen den Begrif£ der Facultäten an den schon 
bdcaiinten.. der Potenzen und stellfn ihn sogar.dem Auge deutlich dar;' was na* 
mentlich bei No. 1, 3, 4 und 6 ganz vermisst wird. Um. nun zu dner, mifi dem 
Be^rüTe und den bis jetzt allgemein in der Mathematik eingeführten Symbolen 
ubejreibstimmenden Bezeicfanungsweise für düe Facultäten zu. gelangen, mögeii 
folgende Bemerkungen cKenen. 

: In der Facultät /. . .. . • .7 

7) a(a+i/)(Ä+2J)(ß+3d).;..(afiH(n^l)ri) . . 
kommen drei Grossen in Betracht: die BaJsis {a\ äie^Zunahme (d) und der 
Exponent (n). Nach der bei.islen Potenzen allgemein angenommeneti Be^ 
zeichnungsweise hat die BasiS und der Exponent eine: /bestimmte Stellung. 
Sie nniss- beibehalten werden 9 so lange die ursprüngliche Anlage besteht und 
die Entwicklung folgerichtig fortgebildet werden soll.! Es kann 'sich disr 
her nur um die Stellung handeln, welche äie..Zunahmes einzunehmte h«t. 
Hier sind nur z^wei Fälle denkbar. . Entweder. Jeann! sie. an die Basis,>i'oder 
an den Ezponen^ sich anschUessen« Diese beiden Fälle sind^ die.No. 2» und 5.^ 
und' man hatiidcnnadi' bei folgerichtiger Durchführung; nur 'zwischen, diesen 
beidefi >flu< entscheiden. . Um dies^^u thun, ist derZusammenbang;! in welchflro 
die drei Elemente (a^n^d) einer Facultät zu einander stehen, zu betrachten. 

Es liegt in (7.) deutlich vor Augen, dass Exponent und Zunahme 
als Factoren mit einander in Verbindung treten, M^ährend die Basis sich daran 
mit dem positiven oder negativen Zeichen anschliesst. Der Zusammenhang, in 
^Aihem Zunahme und Exponent zo einander 8teh«iy ist dlemtiach offenbar 
ein engerer ^^ derjenigie zwi^chqi J^ßsm^^^i^-JÜ^^ ^iJ^mZunalune hat 
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folglich auch eine solche Stellung einzunehmen, das8> der eben Jiezeicbnefe e/t- 
gere Zusammephang zi^isdienihrrulid dem Exponenten sich ausspricht Dies 
gesehiehd in der DanfteUung Na 2.: Alle weitern EntwicUiingeiiy die sidi im 
Folgenden für die Facul täten ergeben, stimmen mit diesen Bemerkungen übeiv 
ein und bestätigen dadurch ihre Richtigkeit; denn gleich bei der ersten Be- 
gründung ($.X:i>nd«&) machen äd^'dies^ Bemerkungen entschieden geltend* 
Zci: dieser Ansicht stimmt die Darsteliung' Na 5. nicht; denn nach ihr nfmsste 
^e Zunahme. m^eagerem'Zwammellliange'^mit der Basis als mit dem Expo- 
nenten seih* Dasei' :kommtt:nocEi; dass -gerade die DarkdlungNo. 2. düe mag- 
f&:hen tSlle, die iii drailFblgetiden bei Untersudbang der: Facukäten in Be« 
tradht konrniisny f^x faeifiiem und. zweckmässig darstellt; was tfaeiiweise die 
Na. 5. nicht in gleichem Maasise vermag, und man. müsste^' damit No. 5. etn 
Gleiches leiste/! AbäodehiDgea und eine weitere Ausdehnung damit beziehongs- 
weise.vToniehmefi«.' 'Hierher gehören' namei^tlich die Entwicklungen in. $.2», 
die dies larfordem wurden. *)' 

.'t ! f! Dies sind ioKürz^ die Grfinde, die uns niaassgebend fiir die Beibehält 
haltUng.des Zeidiens ti^^ 'als' de^enigien zu sein' scheinen, wdches deti Begriff 
der Facultät am richtigsten andeutet. Zugleich li(jj|en dariii die Ursachen, 
warum keines der Zeichen No. 1, 3, 4 und 6 hier im Folgenden aufgenommen 
ist; namentlich auch . deshalb, weil die Zeichen No. 1, 3, 4 beschwerlicher zu 
adbreiben >sind als 1*^^ upd der weitern Entwicklung der Theorie der Facultäten 
eher rhemmend: als fördernd ent^gen zu treteir scheinen* 

; 'Die Form !der:'FäcultiU \a^ enthäk drei von einander unabhängige 
Grossen.: Sie '.eignet sich ganz besonders zur Entwicklung'*der Von den Facul- 
tätien ^tigen allgelneiaen Gesetze./ Krtimp und Grelle fa'abei|>:ddier auch die 
Facültätes ' unter = dieser .oitf^ememe/».' Form untersucht. Da^lbe wird auch im£ 
Folgenden, geschebrn.'-:: Der: Gedakiken- liegt zwür nahe, dasses zweckmässiger 
sein! möchte, eine Function blos von einer veränderlichen Grösse als von dreien^ 
in')die> Anslyns einznfölireni, wSei;Gb{i5jr;i(Disq.'genen drca^siir^ iiif. etc $. 22.) 
vorglescfalagen iiat;- und: die; Facultätea naich.$,l 1. aijvf folgende Fbnti : zu: hriogcn : 

•My\M:'.. S . flf^^ :=s d" <]< e ? ''> -' -:'■ ^- ■ » ■ ■ -i . . ■ ' ■■■' i4 

? ' ! ,: ' s 'i i ' P T : — :- ' "'i;>; 'iMti .' ■..•)iiii v-in; ;;■'.).'•/! . . . i • >•» ii . • 
obigen EriooeroDeen de^Herra Verfassen eeeen dje BtteichnqngBsrt («)+</)" |n diesem Joiuroal am 
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Dadm^hiist: i^iodt^iiOT^ nicht dKe AnJTgabe geändert: denn die Zahl 

der verandeiHibiite'Gioiieta' isl! diei^e^eW die Form iher ist nidii em- 

iacher geworden. . -\^ ...»v- 

^..•NiKih (^ifsen Yoiifi^aiej^kvngefi .yrend^n. wii; 4^ zu dem Gegen- 

stande selbst. . . i _ ., ... 

- §.2. . - V.-- ' 

Wie Vihet Bezeichnung/ so hat man sich' auch noch nicht über den 
Begriff von Facultät verständigt. Kramp giebt folgende Definition von der 
Facultät: „Un produit dont les facteurs cbnstituent une |Ät)greMon arithmetique** 
(Anal. d. nrfr. Pg. 46.X Diese Definition giebt den Begriff einer Fa(:ultät mit 
negativem Exponenten nicht und passt oflenbar nitht 2^i Facultäten mit ge- 
brochenen Exponenten« Eibe andere Definition giebt l&ii/i]t|P nicht. Creüe 
stellt in seiner Theorie der analytischen Facultäten S. 155. u. ff« eine Defi- ^ 

nition auf, um alle besondern Fälle zu vertreten. ' JEyteiivein sagt (Analysis 
2r Tbl. $^624. S. 674.): ^ Für diese (Facultäten mit gebrochenen Exponen- 
ten) ist Ewar eben 90 wenig als fiir negativer Exponenten eine Erklärung ge- 
geben 'worden'*. > !: : ; 

NfM^ unserer Ansibht ist m nicht n^'/&^, .leiae Definition des Be^ 
griffs von.Facukät aufzustellen, welche alle besonderen Fälle umfasst. Die 
Facultäten theilen sicli i^ach unserm Dafürhahen^ wie die Potenzen und Wur- 
zelgrössen, jn zwei^linter sic^i verschiedene Dinge ,i die ungeachtet ihrer Ver- 
schiedenheit dennoch den :,|^eicben ,Bildunf^g^esetzen unterliegen. Wir 
werden daher im Fügenden zwischen den Facultäten jmit.^nzen und mit gebro- 
chenen positiven oder nejgatiyen Exponenten unterscheiden und in den einzel- 
nen Fällen, die n&tlugen Begriffe entwickeln. JBs ist also mit den Elementen 
zu beginnen, , . _. . . )^.,,; . _ 

Gewöhnlich virird unter einer Facultät ^lit -positipem Exponenten ein 
Prodüct verMmdeni dessen Factoren um eine und diesielbe Grosse zu- odier 
abnehmen.' Hapten wir vorerst dicjsen Begriff fest, so ergeben sich nach 3er 
fiiElschafTenheit der Zunahme folgende zwei Ausdrücke: 
' " 1)' a-^^»' = a(a+iQ(a+2rf^^^^^ 

:^ o (ü^ + <i) (a + 2<!0 , . . . (a+ mi— <i). . 

■ , ,;; .1. ■:..!> :.:.=^r«(«:—<^(^ — ,2(0... .;•.(«— ^*.<<)', „; ; !• ;;■.:.. 
Mao kmn nufi die so > eben erhaltenen i F«eui^tieil > «nii iMhere mrFMtoren, 
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deren Zunahme dzk ist, wMJMten Uscien. Dies wird lauf: JDaHtelliingen' fähren, 
die wir nach dein in $. 1;' Gesagten auf folgender Weite auadtud^k: v < vi 

3) t^^*^''' = a(a+d)(a+2d)....(a+(n-l)d) *♦ ' ^ ' 

x(o+(n— l)rfH-A)(a+(/Jf--l)rf+2^).'..(o4-i(7i— ly+mAr) 
= rf'"'(a-f-(7»-l)<f+^)»"*, ' ^M. 

4) ßM-H-i-» = a(a+ J)(a+2<f) .... (a+(n— l)rf) 

X (o+(a-7l>/-A)(a+(7»— 1)J— 2Är)....(a-*T<i»-Tl>i-mÄ) 
= fl-i^(a+(».^l)<i-^)TJ-*,-- ,; ■ ,: ,. V., ,.,.• 

5) a-'-*^"* = o(a-rf)(a— 2<i) (a^(»rT,l)«0: i • • i - •' 

. X(a— (/iT-,l.)rf+Ä)(a~(»*^iy+2/r)...v(a-(»-^.lV+inÄ) 

=:.a"^(fl-(l»-l)iZ+Ar'*, :....„. \\:v . .:!.•;>,•. 

6) rf"-^+"'l-*=ö(«-rf)(a-2«i) ....(«-(»- 1><0= ' : ...M., ;,.., ' 

t"- X(a^(/»--l)rf-Ä)(a— <nr4.1)J-2^)....(a~(B^,l>l-i»iÄ) 

= o»i-'(a-(n-TTl) <!-*)">. „ , > . . ... ... , = 

Der Ausdruck o'^»^+"l**, welcher den iBegrifT einer auf eiiie wefter^ 
Factorenzahl ausgedehnten Faeultät andeutet, itt ^gans in der Sache und' in 
der Analogie des Begriffes von der Potenz begründet. Man kann > den Gredäm 
ken weiter fortfuhren, und es ergeben sich folgende allgemeine Dsrstdinnge'n : 

7) rf"'+»i*-H'i» = e^(a+(n-l)d-t-hp'' (ä¥(n-^t)d^rrih^J^' :}ll 

^m-^iA+Pi*.... ._ a'\'(a+(n-l)d+Kr^ ta+(n^r)d^M-ky^:...- 
o^''+"i*-^H- =fl^(a+(n-l)rf-Ä)'^Cd4-(/t-l)d*->/iÄ+ilO^>:v;: 
^„w-M.M^M._ = a-f-(fl+(n-l)rf-Ä)*'f^(«+'(W-'l)'d'-^'«[iÄ^iy'-':.'.'. 
tf\-^*^-»*^f'~=t^\-^(a-(n-tyd+hJ^(ä'-irt^ 

^„i-d-H*-H.M.- _ a'^(a-(n-l)d--hT^-*(a-in-l)d-mh^fty^'^:.:: 
■ Diese Darstellungen., laissenl sich in einen aUgeni^inen Ausdruck so zusamme^,- 

fassen: 

8) a«!=»=J-H»I±*4^JN.'. =:a«i*«'(a±(n~l)d±Ä)*l=t»(a^^^ 

Hier ist der Zeichenwechsel willkührUch. Die Factoren erscheinen in 
diesen Darstellungen zum Theil einzeln, zum Theil gruppenweise mit einander 
verbunden. Es zeigt sich nun deutlich, dass der oben aufgestellte Begriff für 
die hier gegebenen Formen nicht mehr passt. Der BeigrifT von einer Faeultät 
wird aber leicht aufzustellen sein, wenn wir ihn so geben, dass durch ihn jeder 
einzelne Factor «Ux Faeultät. ^enaa hestimint iit,<oder ermittelt werden. kann> 
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Um einen allgemeineren BegrifT abzuleiten, bemerken wir (was ganz in dem Be- 

griif.^fcr Facttltat^ntMigtX das5 

,»:, < ? o'.o'aJ^K, ■• a = fl^l*, assa^l*. ... 

(a^ad)= (a-H2d)«^,^ (/I+2A) = (ß+2Ä)iI*, (a+2A) =r (a+ 2^)11* .... 
u. s. w. ist. Demnach Lönnen die Facultäten auch in folgender Form darge- 
stellt werden: 

9) aH="=ail=*-'(a=fcl . J)i4^(^=fc2. d)t;=*=rf(a±3rf)l|=w .... (a±(n~ l)i/)M=" 
^H;dbrf+midbA == öi|=fcrf(a± 1 . d)H»fcrf. . . . ^^ 

u.'S»:w. Es bestimmt »ich nun der Begriff so: 

10) Eine Facultät ist ein Product i^on mehfreren Factbren, von de- 
nen jeder einzelne zusammengesetzt ist: aus der Gründgrösse {Basis) 

> und der Summe der Producte aus jedet Zunahme in die Anzahl der 
vorhergehenden y auf jene sich beziehenden Glieder; und ferner aus 
dem Producte der Zunahme in den Exponenten des Factors^ um dessen 
''Bestiiiimiing es «ich handelt. 

Das Product der Zunahme in den Exponenten des Factors, um dessen 
Bestimmung es sich handelt, ist in dem vorliegenden Falle die Zunahme i^lbst. 
Diese 'D^finiiiod iSsst sich auch ao geben. 

11) Eine Facultät ist ein Product aus mehreren Factoren. von denen 
V jeder. «einzjelne zusanimengesetzt ist^ aus der Gründgrösse und der Summe 

def Producte aus jjeder Zunahme in die ihr zugehörige Factoren -An- 
zahl, wenn die erste Zunahme einmal hievon abgezogen wird. 
Hiernach wird die erste Zunahme immer eiilmnl weniger als der Expo- 
nent angiebt^ vorkommen. Die Darstellung der einzelnen Factoren unterliegt 
nun keiner Schwierigkat. So hat der {n+ryte Factor in der Facultät öH***-"*I=*=* 
wenn r <m ist, folgende Form: 

{a^(n^\)d^rh\\^. 
Der (/»•♦•TO-hr)te Factor in der Facultät oH|±iMH»|*Ä+|i|ihfc^ ^ ^^„^ r<p 
ist, hat die Form: 

(a =t: Cn — 1) #i ± mÄ ± r . *)i:** 
u. s. w. Zugleich ziehen wir hieraus den Schluss: 

12)' Eine Addition der Exponenten einer Facultät von einer und der- 
selben Gründgrösse deutet auf ein Vervielfachen der Factoren, oder ein- 
- ^ner Gruppen von Factoren untereinander; nie bei den Potenzen. 
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§.3. . • ■*.. - 

Wir untersuchen nun die im vorigen Paragraphen giegebeiien DBrstaU 
lungen näher und fragen: Können in den Darstellungen (3. Ins 6. §• 2.) die 
Exponenten der Facultäten unter sich persetzt werden, ohne den Werth der 
FacuUät zu ändern? Versetzen wir zxx dem Ende in (3. $. 2.) die; Exponenten 
sammt ihren Zunahmi^n« so erhaken wir folgende entwickelte Darstellung: 

1) flH*-H»;rf 

= o*»*(a+(m~l)Ä-Hd)»K 
Es zeigt sich deutlich, dass.der hier und der in (3. §^2.) gefundene Werth 
ganz verschieden sind. Gleiches gilt von den übrigen im ¥origen Paragraph 
gegebenen Entwicklungen. . Hieraus . ergibt sich folgender Säte: 

2) Gehören mehreren Exponenten einer Facultät/ die durch das po- 
sitive Zeichen verbunden sind, verschiedene Zunahmen zu, so können 
die Exponenten ohne Werthänderung der Facultät nicht unter sich 
versetzt werden. 

Nehmen wir die Zunahme unter sich gleich^ aber mit verschiedenen 
Zeichen an, so ergehen sich folgende Darstellungen: 
•!\ 3) a*l^-H~l-^ 

4) ö^M+ml+rf 
^a{a-d)ia-2d)...ia-{n''l)d){a-{n'-l)d+^ 

Es zeigt sich auch hier klar, dass beide Darstjsllungisn auf Verschiedenes füh- 
ren. Ein Gleiches gilt, wenn wir das Gesagte auf die in (7. und 8. §..2.) auf- 
gestellten Facultäten anwenden. Dies führt zu dem Satze: . 

5) Gehört mehreren Exponenten einer Facultät eine und dieselbe, )e^ 
doch veiTschiede^le Zeichen hs^bende Zunahme zu, so können die Exponen- 
ten ohne Werthänderung der Facultät nicht unter sich versetzt werden. 

In den in (2. und 5.) angedeuteten Fällen ist die Ordnung der Expo- 
nenten rächt gleichgültig. Untersuchen wir aber Facultäten von einerlei Baais 
und Zunahme, bei welchen kein Zeichenwechsel vorkommt, so wird, sich ein 
anderes Gesetz herausstellen. Es ist nämlich 

6) ö»y-H»»l<' 

.:=za:ar¥d)ia+2d) .... (a+(»— l)rf) X (a+/wi)(a+(/i-|rl>0-.- (fl+(/H-m— 1)//) 

7) -a-MH-!*!-^,... . ..,-... 
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Wie nun auch die Anzahl der £inlhcittin in n und m beschallen sein 
mag, so lässt sich die entwickelte Darstellung in (6. und 7.) ohne Werniände- 
rung auch so umfannen: . , '. 

9) a{a—(I) (fl~2d) .... (ö— (m^l) J) X (o-r^ri) (a— (/n+l)^/) ..^ {a~{m+n-\ )d) 
Aus (^ 7, 8l^ 9).ergibt sidi sp(prt: 

Diese Bemerkungen lassen sich leicht weiter auf Facultäten mit drei und 
mehr Exponenten bei einer und derselben Zunahme ausdehnen, und dies führt 
zu folgendem wichtigen Satze: 

10) Gehört mehreren Exponenten, welche durch das positive Zeichen 
verbunden sind, dieselbe 'Zunahme mit dem nämlichen Zeichen zu, so 
können die Exponenten ohne Werlhänderung der Facultät untereinander 
heUebig^ versetzt werdeliy oder: die Ordnung, in welcher die Exponenten 
untereinander verbunden werden, ist gleichgültig. 
Dadurch werden folgende^ Ausdrücke gerechtfertigt; 

an\d+m\d4-p\d .... = ßm|d+iijiH-p|rf . . : . = ^m\d+p\d+n\d .... == . . _ 
an\-d+tn\^d+p\^d,... — ßm|-rf-hn|-if+;pf-id.... = ßm|-rf-hp|-rf-f.n|- </.... = .... 

Aus (6, 7, 8 und 9) folgt leicht, dass man die Zahl der Einheiten, welche in 
den Exponenten der Facultät ettthaltetr sind, auf einmal zusammenfassen und 
die GesaitimtzaW auf die Zmiahm6 bezielfen kann. Dies rechtfertigt folgendes 
auf die Form der Facultäten sidli beziehende Gesetz: 

11]| ^iil|itf.nK-H»K+ • ■ • • = «"H-Ä+p-i- --l^ 

a'^\-d4^\-d-+^]^d.../^ ^m+n^^H \-d/ 

Bringen wir hiemit das Geseti (lÖ) lA Verbindung, so ist 

Di« hieraus sich ergebenden entwickelten Ausdrücke sind 

13) «ti-Hn-hp....|±rf = a»l=t^(a±m/)H=W(a+(^+^)d)p|=w . . . . 

= a^\^^(a±m(l^^\^(iad=(m+n)(£)P\^ .... 

= flPl±^(a±;jd)H=fcrf(a ±(/9 + m)rf)-[=*=^ .... 
u. s. w. Die Zeichen sind hier gleichzeitig positiv und negativ zu nehmen. 
Eiti besonderer Fall, w^l^h^r' zu vielseftiger Anwendung ^dienen wird, ist fol- 
gender: "'■; ■' ■■■.■ 'O'i)'' .- '•• = « 

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXXIII. lieft I. 2 
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u. 14); a»!''(a+iM^I*=;a:fl*W(a*md)»K, ,, 

. .*V a»l:-<'(a-i?KOH~<«stö*li-*(«-.ww^h*.. 

ifalteti wir den besondern Fall fest, in welchem di^ Eiponentenl efiner 
FachhSt die DStnIiche Zunahme 'mit dioei^ei deichen faa)>efi> w bestimmt sich 
der BegrifT einer Facuhät dafür einfacher, wie folgt : 

15) Eine Facuhät ist ein ProdnCt aus mehreren Factoren, von wel- 
chen jeder aus der Grundgrösse und dem Producte der gemeinschaftli- 
chen Zunahme in die Summe 'def ExpoMnten all^r vorhergehenden 
Factoren besteht. 

Einfacher werden die vorstehenden Ausdrucke , wenn die Exponenten 
einander gleich sind und ihre Anzahl =r gesalzt' wird. I^ahn giebt (13): 

16) aH^ =aKHO =0**^ (a+m6?)'*I^(a+2mrOH^ ....(a+(r-l)md)^ 
flH-rf= a<'^\-^ = fl"*!-^a+mcOH-^(a-2md)H-;<^. . . , (a- (r- l)md)'^\-< 

Diese Ausdrudce sind von folgendem Ausdrucke wohl zu unterscheiden: 

17) (a^l^y = a«l=". oH*^. a^\^ 

Die Gleichungen (15 und 16) lasscfn sich leicht umformen. Es ist näm- 
lich rm=:mr. Demnach wird ' 

18) a^^\^=ar\^(a±rd)^^(a±^r(f)^^(d±^ 
Entwickelt man (15), so ergibt siich 

19) a^^K . , 

^a(a+d) ia+2d) (fl+3d) ,.... -,.,.•.../. .....;(a+(m-l)£Ö 

(a+md)(a+(m+l)d) (a+(m+2)^ (a+Cm+d^d) ....(a4.(2m-l)d) 
(a+2md) (a+(2m+l)£0(ö+(2m+2)cO(ö+(2wH-3)<0 ....(aH9m-l)d) 

und gruppirt man die Factoren in verticaler Richtung, so erhält man 
20) fl"»K = a^^^ia+dy^ia^^df^^ia+Sdy^ .... (a+(m— l)d)*i^. 
Eben so aus (16) 

21) aH-^==a»1-«^a— rf)'1-'~'(fl-2/i)'-l-^(a-3d)H-«'»^,^ 

Ferner ist aus (18) 

22) a»^l=*=rf=a~l=*=^(fldb^«l=*=^(adb2^^^ 

Man kann endlich die Facultat (15), da all: jedem einzelnen ihrer 
Factoren das nämliche Verfahren, welches durch den Exponenten m\d ange- 
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deutet ist, ausgeführt werden soll, dadorch umformen, dass man es auf alle 
Factoren zugleich bezieht. Hiedtirch entsteht aus (l&unJl6): 

.. 23) irf^l^ :r=(a''W)4lrf, . 

Aus (18) ergibt sich hiernach-» ' .. ». : 

25)' ü^^ zm {ä^^^r\±d^ 
Diese Gleichungen trenoen du OperatioDen, wefcfae die Eiilwickluiig 
einer Facultät. in irn Factoren' Voorscfareibt, in rwiei Abtheiinngeo und cnthahen 
folgendes Gesetz: .'.' i*; 

26^ Man kann <]ie Factoren (einer Facultßt von rm Factoren und der 
Zunahme J zuerst in Hinsicht der Zunahme in rFactorett zerlegen und 
dann jieden einzelnen l'actor /hnial nach der Zunahme j wachsen lassen: 
oder nlän kann sie zuerst iii llShsicht der Zunahme rd in mF'actoren zerle- 
gen und dann jeden Factor rriial nach der Zunahme d wachsen lassen. 
Aus (20^21 und 22) ^g^ßJMi. ficb deumach folgende Ausdrücke: 

28) a^\^ =^ (^ar^'^^^'^. 
Diese Gleichungen enthalten* folgeude^. Gesetz : 

29) Man kann die Factoren einer Facultät von rm Factoren und der 
Zunahme d zuerst in mFactoren, welche um die einfache Zunahme (d) 
wachsen, zerlegen, und dann jeden einzelnen Factor rmal um die m fache 
Zunahme (mJ) wachsen lassen: oder man kann sie zuerst in rFactoren, 
die um die einfache Zunahme wachsen, zerlegen und dann jeden Factor 
mmal nach der r fachen Zunahtiie (rd) wachsen lassen. 
Die Zahlen m und r sind von einander unabhängig. Die Sätze (16—29) 
zeigen, wie Facultäten zu Facul täten erhoben, rwerden und scliliessen ein allge- 
meineres Gesetz in sieb, als dasjenige ist; welches von der Erhebung der Po- 
tenzen zu Potenzen gilt. Wir tJeheii daraus fb^ allgemeinen Ausdruck: 

Hlei^'Vmd die Zeichen glieiehzeiiig positiv oder negativ zu nehmen. Das 
Gesetz für die Erhebung der Potenzen zu Potenzen folgt daraus unmittelbar, 
wenn J = .0 gfssetzt wird. ..Es^ iatalsdanp. 

Von den hier mitgethejlteu G}ßiqhu(]^<ui.^dei;i sic^ die Gleichungen (19 
und 23) schon in dem Werke von CreÜe (§.72. Pg. 248. u. ff.). Er nennt 
diese Darateilungen ,iFaclwi^aa\BW£uttelOodfmBg'u . - 

2* 
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So wie eine Potenz mit negativem : fixponeoten cikie ein- oder mehr- 
malige Division der Einheit dilrcb die Grbndgrösse äinzeigt: so wird auch eine 
Facultät mit negativem Elxponenten auf diel^/pi'^zb/i hinweisen. Die Formen, wel- 
che wir hier zu untersuchen und denen wir Bedeutnng beizulegen haben, sind : 

flr-«K und flr-"l-< 
Dies wird den BegrilT einer Facakat mit negativem Exponenten geben. Zur 
ErreichttQg^ dieses Zwecks gehen wir tion iden .Gleichungen (1 und % §.2*) aus 
und entfernen zuerst den letzten Factor (in 1.). Dies giebt . . 

Wir schaffen nun den zweitletzten Factor weg und erreichen dies, indem wir 
den eben ausgestossenen Factor um die Zunahme vermindern und durch den 
SO verminderten Factor die erhaltene Facultät dividiren. Dies giebt 

^\d an—l\d 

(<H-(ni-^(a+(n~l>0 *" 55105=:^ = «(«W):(«+2rf)...(fl-K»-3)d)=a-2K 
Fährt man so durch Wegschaflung der Schlussfactoren aus den Facultäten fort, 
so gelangt man auf dem umgekehrten Wege, wie b^i dem Erzeugen der 
Facultät mit positiven Expdnctiten geschah; der Reihe nach zu folgenden 
Ausdrücken: " ' 






a^d \\'\, •>' 



= 1 =.ö"-*M>=:äO«^ 



a 

a^d a—d - 



an*-(n-i-a)|^ 1 



= a»-('»+2)|// __ ^-2|rf 



'— ^»-(»-HDM -,• Q-SW 



u. s. w. Diese Schlussweisic;, führt leicht. Reiter, Sie^slebt mit der Natur der 
Facultäten in Einklang und giebt soforjb folgenden allgemeinen Ausdruck : 

1) ^''"^'^ ~ (oZ^idyQ^I^^ 

Behandelt man die zweite Föhri det^ Faculfätfen rtiit negativem Expo- 
nenten (ö~"'~'') auf ähnliche Weise, tiainlich so, dass man die wegzuschaffen- 
den Factoren um die ZunähVnfe vei^grö^sfett, sb'ergiebti'^ch der Ausdruck 

.' .'._' .•-•• 1 ..•••-..• . i 
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Dies bestihomt den fraglichen Begriff 'wie folgt: .\y\ 

3) Eine Facultät mit negativem Exponenten ist gleich ejmsm BrucUe, 
dessen Zähler die Einheit und. dessen ]Nenner eine Facultät ist, welq||^^ 
die nämliche Zupiahme und den nämlichen, jedoch positiven |ExpoqeQt{|i 
hat, i^ie die ursprüngliche Facultät, deren Basis oder Grund^össe (erster 
Factor) aber aus der Basis und ^^mProducte. der Zunahme, ;ui den Es- 
, ppneqten der ursprünglichen:, Facultät besteht. . i ^ ,. . 

. Nächst . dieseo Resultaten ziehen wir aus dem ..Vorhergehenden fol- 
gende Sätze: .. , 

4) ' ö^«'' = l. 

5) < 1 ' ■-' 



Die in ( 1 und ^) gefundenen Resultate lassen sich auch anders dar- 
stellen, wenn mati voq dem Schlussfactor der Facultät . ausgeht. Es finden 
sich dann folgende Formen: 

ßx ^—i^ i 1 - 1 

'') ^"" "= (a+c?)^+2rf)....(a^iirf) '^ Ca+5ri^ ' 

Geht man von dieser Darstellung aus, so ändert sich die. Definition 
einer Facultät mit negativem Exponenten. Die Formen (6 und 7) scheinen 
aber nicht die ursprüilglichen zu sein, und der Caicul verlangt, dass man die 
Formen (1 und 2) als solche anerkenne. Die Gründe dafür sind folgende: 

d) Es ist nicht gerechtfertigt, weshalb in (6 und 7) neben dem Zeichen 
des Exponenten aücK noch' das Zeichen der Zunahme wechselt. 

b) Die Entwicklung des Begriffs einer Facultät mit negativem Expo- 
nenten auf analytischem Wege führt auf die Ausdrücke (1 unJ 2), at)er nicht 
auf die 'Ausdrücke (6 upd 7). \ , ü . 

Um Letzteres zu zeigen, gehen wir von der Gleichimg 

;*■ ■■ ' ■••■ ■a^-i^ = a»K(a+nrf)-i^ 

aus, und setzen /i4-m=0 oder — m=^ + n. Demnach ist —m statt /x in die 

vorstehende Gleichung zu setzen, und es wird 

i ^ a'^^^ {a—m(ir^^ 
oder 

9) ^»w=_-i.^^. 



^ 
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Dieser Ausdruck stimmt mit (1) tiberein. Auf gleichis Weise findet man aus 
tier Oleicfaung !, 

¥1::/ ,.. .10) .o^'^!-^ = fl»*'T^(a~md)"*i-^ 

43ie Därstelluilg (2). Kramp stellt zwar die Formen (6iirid 7) (S. 47. seines 
Werks) als miaassgebend auf; ihm sind Eytelwein U. A'. gefolgt; indessen 
ddrften' diese Darstellungen nicht als die' tii-sptunglichen zu betrachten sein ; wie 
aus dem Gesagten hervorgeht. Es ist jedoch tiicht zii' übersehen» dass auch 
(6 und 7) bei näherer Untersuchung der Facultäten giWe Dienste thun. Sie 
sind also jedenfalls beizubehalten, jedoch unter der angegebenen Beschrähkiitog 
als abgeleitete Formen zu gebrauchen; 

Setzt man in (1) a+nd statt a und in (2) a — nci statt a, so ergeben 
sich folgende Ausdrücke: « 

H) ^ = (fl+nd)-"' und (^z;na = «"" 

12) ^ = (a^nd)-'^ und ^„i:^^f.. ^.<^< ; • 

Diese Gleichungen ergeben sich auch aus a'H-«»l±<'=a»l=*=«'(a±nj)H=*=<', 
wenn man in der gefundenen Darstellung — n statt n und dann n statt m 
setzt. 

Aus (6 und 7) ergeben sich auf die nämliche Weise folgende Dar- 
stellungen : 

13) ^, = (a+d)-»l- und o'^-^ = (^j^^ 

1^) ^ä -^ {a-d)-'^ und <a°"* '^ („-/)-,|-:j - 

Die Gleichungen (13 und 14) finden sich bei Kramp. Die Werthe 
der Zahlenfacultäten mit negativen Exponenten lassen sich l^ieraus leicht be- 
stimmen. Es ist 

Demnach ist jede um die Einheit wachisende negative Facultät von der 
Basis 1 unendlich gross. Dasselbe kann auch bei andern Grundgrössen der 
Fall sein. Bei Zahlenfacultäten mit negativen Exponenten, negativer Zunahme 
und negativer Basis kann es ebenfalls der Fall sein. So ist 

16^ r_^-»M \ \ s- ^ i 

Ferner ist 
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§.5. 

Nachdem nun Begriff und Form der Facultäten mit negativen Expo- 
nenten festgestellt worden, ist zu untersuchen, ob sich die in §. % und 3. 
gefundenen Gesetze auf Facultäten mit negativen Exponenten äbertrageo 
lassen« 

Aus (3, §: ai> erhalten wir 



Ans i%. S. 1.) brMten wir* 

JMaQ sieht. leiobt; dass die Ausdrücke (1 und 2) iiicblt gleich sind. Eben 
so erhalten wir 

^ 1 

.^ 1 

~ l(H-md-tuOia+md-nd+(0..-.i(H-md-d)ia-Hiui)(a+ 

Audi die Resultate (3 und 4) stimmen nicht uberein. Dagegen fin- 
det sich 

•V " (a-iirf-iiKO'"i''(a-firf)"l'' - ^ 1.0 — na; 

• ■' ■ ■■ • 1 

~ (0— wf— «rf)(o-iirf— »irf+</).^.(a-«i-rf)(a-«/) ....(a-a/)(a-rf) 
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\ /,-m-ii:rf 

"" (a—md—ndr-*-'"^^ "" " ' 

Eben so ergiebt sich 

Diese Entwicklungen lassen sich leicht auf Facultaten mit, drei und 
mehreren Exponenten ausdehnen. Sie geben folgende Gesetze: 

9) Gehören den negativen Exponenten einer Facultat verschiedene 
Zunahmen zu, so können die Exponenten ohne Werthveränderung der 

■' 'Facuhät mVrÄ/ unter sich vel^sefit- werden. ' 

10) Das nämliche Gesetz gilt, wenn den Exponenten diig gleiche 
Zunahme, aber mit verschiedenen Zeichen zugehört. 

11) Gehört mehret'en negativen Exponenten meiner Facultat die näm- 
liche Zunahme mit gleichen Zeichen zu« so können die Exponenten ohne 

' Werthanderung d^i^* Fadultät mltkührlich versetzt vreriSlen. 
Dies sidd die nämlichen Gesetze,. wie in §.3. für Facultäten mit posi- 
sitiven Exponenten. Für die formelle Darstellung entnehmen wir aus (5. bis 8.) 
folgende Gesetze: 

oder auch. 

13) a-»-'»nP--M = a-"'^(a— mri)-'"'^(a— (m+n)rf)-^»^ .... 



1 . 1 .. 1 



u. s. w, , 

14) a-^-^-'-^ = a-">-^(a+7id)-'"'-^(fl+(/i+m)£^-'*-^ .... 

_ 1 1 , . .,. ■ .1 .. 



u. s. w. Auch hier sind folgende besondere Fältle hfervoriKuheben: 
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15) o-l'Ca-nd)-!^ = fl-M(a-imi)-"''' 

16) a-'-' (a +»</)""'"'= o""'"^(a+md)-"K 

Werden in den Fällen (12. bis 14.) die Exponenten unter sich gleich 
gesetzt, so ergiebt sich 

17) a-^^ = o-»''(a-mrf)— "'(a-2md)-""'. ...(a-(r-l)m<0-"'"' 

= 1 :[(o-rm<^)(a--(rm-l)rf) .... (a-3S)(a~2d) (a-d)] 
1 1 

_____^ 1 

■" (a-r«rf)"'l''(o-(r-l)md)™i<'(o-{r-2)«rf)»l<' .... Ca-2iBrf)""'(<»+«wO"''' ' 

18) fl-"!-' = a— l-*(a+m</)-"'-^(a+2m</)-"'-''....(a+('— l)mJ)-"'-'' 

= l:[(a+rmd)(a+(rm — l)t{)....(a+3ii)(a+2d[)(a+d)} 

1 ^ 1 

~ (a+r«</)™M (a+</)""''' 

_ _____^ I 

~ (o4T««ö"i-''(a+(r-l)»irf)"i-^(o+(r-2)»rfri"^....(«+2«<0'»M(c+«rf)"'^* 
Jeder dieser Ausdrücke enthält rm Factoren. Nichts hindert, die in 
der entwickelten Darstellung enthaltenen Factoren nach der Zahl r abzutheilen, 
und dann entstehen folgende Ausdrucke: 

19) a-"'"' =a-^^(a~rd)-'^(a-2rdy-'^''....(a-(m-l)rd)-^ 

20) o-'l-- = a-^-^ia+rd)-^-" (a+2rd)-^-* .... (a-(m - l)rJ)-^-^. 
Ordnet man nun die entwickelte Darstellung in (17. und 18.) nach der 

Zunahme md, so ergibt sich 

21) o-™'!'' = a-^'~'(a+rf)-"'*'(o+2<i)-"'^ .... {a+im— DtO"'''-' 

22) o-™!-^ = o-^-"«' (o_ d)-'!-"^ (o — ^d)-"^ .... (o - (m — Drf)"^-«'. 
Bildet man für (19. und 20.) ebenfalls einen entwickelten Ausdruck und 

ordnet nach der Zunahme rd, so erhält man 

23) a-^^ =a-H«'(a+d)— '''(0+2«/)-'»'"'.... (ö+(r— Drf)-"''' 

24) ö-^'-^ = a— <-"'(a — d)-'»'-"'(a— 2rfr"''"^ .... (a — (r - Drf)-»'-^. 
Nun kann auch hier,, wie in ($. 3.), die Rechnung, welche mit jedem 

Factor einer Facultät gemacht werden soll, nur einmal angezeigt und auf je- 
den einzelnen Factor bezogen werden. Dadurch gehen die Formeln (17. 
bis 24.) in folgende über: 

25) o"™'** = (o^'-^-"''' 

26) o-^':* =(a'"'-^-''^ 

„~nnl-d ^ (o»l«<)-H-rf^ 

Crdle'i Jonrii«! f. d. HL Bd. XXXm. Heft 1. 3 
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27) ar^^ = (al^V)-^^ 

28) o-*^!^ ^(a^\^-Mrd 

Die Gleichungen (25. bis 28.) stimmen mit denen (23. bis 28. §. 3.) 
tiberein. Sie werden aus jenen gefunden, wenn m oder r negativ gesetzt wird. 
Es gelten demnach die nämlichen Gesetze von den Facultäten mit negativen 
Exponenten, die von denen mit positiven Exponenten gelten. Aus (25. bis 28.) 
ergeben sich folgende Gleichungen : 

29) (ä^-^-Md = (o«K«»)-»i^ =r (a^\i)-f'imi =, (ar\if)-m\ri 

30) (a»1««0~H-^ = (a'^l^-^-d = (oH-^-^-l-««' = (a*1-^)-«*H«^. 
Auch diese Gesetze sind allgemeiner als die der Potenzen und las- 
sen sich leicht auf dieselben anwenden. 

§. 6. 

Nachdem die Grundbestimmungen für die Facultäten mit positiven und 
negativen Exponenten festgestellt sind, werden sich leicht weitere Folgerungen 
daran knüpfen lassen. Zu diesem Ende bringen wir die beiden Arten von Fa- 
cultäten in Verbindung mit einander und behalten die bisherige Entwick- 
lungsart bei« 

Untersucht man nun zuerst die Facultäten mit verschiedenen Zunah- 
men, also von der Form 

oder auch 

u. s. w«, so wird man leicht sehen, dass die Exponenten in diesen Fallen ohne 
Werthänderung der Facultät nicht versetzt werden können« Demnach gelten 
auch in den vorstehenden Fällen die Gesetze, welche in ($. 3«; 2., 5., 10. 
und $. 5.; 9., 10., 11.) aufgestellt wurden. 

Untersuchen wir aber die Facultäten 

öm|rf-fi|rf — am-fi|rf und ß«i|-rf-ii|— rf -, ^-n|-tf 

so ergiebt sich 

1) a^\^'M^ = a«i^(a+mrf)-»K 

« g'"^^ „ a(fl4-rf)(a4-2rf) ..., (a-f-(m-l)rf) 

^ (a-H«rf-iw/)»i^ " (a+(«i-.|i)c/)(a-f.(iii— in.i)c/) .... (a+(iii - l)rf) * 
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Nun Ist entweder m>n, oder m<n. Im ersten Fall werden die Factoren 
des Nenners ausgestossen und es findet sich 

2) ö«K-«»y = a{a+J){a+2d) .... (a+(in—n—i)d) = rf»-*'< 
Im zweiten Falle werden die Factoren im Zähler weggeschafft und es ergieb sict 

Versetzt man die Exponenten in (1), so erhält man 

ar^\^^^ = a-n\ä(^a-nd)-¥ = - (a-»rf)(a-»rf+rf)(a«»rf+a/)....(a:r7)^ 
Nun ist, wie vorhin, m>n, oder m<,n. Ist m grosser als /i, so ergiebt sich 

4) £r-l*+^ ^ = (a-nrf)(a-.i«/4.rf)...(a-2rf)(a-rf) 

= ö(fl+/i)(#24-2J) .... Ca+(m— n— l>i) = a«-»l< 

Ist m<.n, so findet sich 

R\ nldim'd (a-mf)(a-iirf4><0....(a— (n-m+l)d) 



— (a-(n-m)rf)(a-(«-»i4.1)rf)...^(a-aO(a-rf) 
Aus (2. und 4.) erhält man aM^^^\^ = ar^\^'^^^, wenn m>n ist. 
Aus (3. und 5.) erhält man «••K~»K s=r a"*"I^+**K, wenn m<.n ist. 
Demnach ist, wie auch m und /i unter einander beschaffen sein mögen: 

6) a«»~*K = ß— «HH»|rf 
Auf gleiche Weise folgt auch 

Von Facultäten^ welche zwei Exponenten haben, lässt sich leicht auf 
solche übergehen, welche deren drei und mehrere haben, und es ist 

Dies führt zu folgendem sehr wichtigen Satze: 

9) Bei Facultäten, welche mehrere, durch verschiedene Zeichen un- 
ter einander verbundene Exponenten haben , können die Exponenten 
ohne Werlhveränderung der Facultäten beliebig unter einander versetzt 
werden; oder: 

10) Soll der Werth einer Facultät, welche mehrere, durch verschie- 
dene Zeichen unter einander verbundene Exponenten hat, ermittelt wer- 
den, so ist es gleichgültig, in welcher Ordnung die durch die Exponen- 
ten bedingten Factoren entwickelt werden. 

3* 
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Demnach hat man eine grosse Freiheil bei d^r Darstellung der Facul- 
taten. Es ist z. B. 



$. 7. 

Wir wenden uns jetzt zu der Entwicklung des BegrifTs einer Facuität mä 
gebrochenem Exponenten. Wir knüpfen die Entwicklung dieses BegrifTs an 
den einer Potenz mit gebrochenem Exponenten. Eben so wie der Uebergang 
von einer Grosse, die als Potenz betrachtet wird, auf die Grundgrosse, aus 
welcher sie entstand, durch eine Potenz mit gebrochenem Exponenten darge- 
stellt wird: eben so wird auch der Uebergang von einer Grosse, die als Facul« 
tat betrachtet wird, auf die Grundgrosse oder Basis, aus welcher sie entstand, 
durch eine Facuität mit gebrochenem Exponenten dargestellt werden können. 

Demnach steht eine Facuität mit ganzem Exponenten zu einer mit ge- 
brochenem Exponenten in der nämlichen Beziehung, wie Potenz und ^For* 
zelgrösse zu einander. Diese Parallele wird deshcUb folgerichtig sein, weil 
ein Potenz als eine Facuität betrachtet werden kann, deren Zunahme ist. 
Wenn nun eine Grosse mit gebrochenem Exponenten andeutet, dass man die 
Grosse in so viele unter sich gleiche Factoren zerlegen soll, als der Nenner 
des Bruchs angiebt (welche Factoren also die Eigenschaft haben, dass sie, mit 
einander multiplicirt, die ursprüngliche Grosse geben), und dass man den einen 
von diesen gleichen Factoren nehmen soll, so wird eine Facuität mit ge- 
brochenem Exponenten andeuten, man solle eine gegebene Grösse in so 
viele Factoren, als der Nenner des Bruchs angiebt , welche sich nach einem 
bestimmten Gesetze verändern (zu- oder abnehmen), und deren Product die 
gegebene Grosse wieder hervorbringt, zerlegen, und dann den ersten von die- 
sen Factoren (die Basis) nehmen. Demnach deutet eine Facuität mit gebro- 
chenem Exponenten ein Zerlegen in Factoren an, die einem bestimmten Gesetze 
unterliegen, und dann das Zurückgehen auf den ersten Factor (die Basis) insbe- 
sondere; oder, wenn man den Begriff allgemeiner stellen will : huS irgend einen 
bestimmten unter den darzustellenden Factoren. Dabei versteht es sich, dass 
die zu ermittelnden Factoren denjenigen Gesetzen unterliegen müssen, welche 
bisher von den Facultäten im Allgemeinen aufgestellt wurden. Dies letztere wird 
um so weniger Anstand fmden, da die Gültigkeit dieser Gesetze von positiven 
und von negativen Exponenten nachgewiesen ist, und da gebrochene Zahlen inuner 
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nur Zwischenglieder von positiven und negativen Zahlen sind, folglich den 
Gesetzen, welche sich auf jene erstrecken, folgen müssen. 

Diesen Erörterungen zufolge kann es sich hei der Darstellung einer 
Facuhät mit gebrochenem Eiponenten nicht mehr um die bisher aufgestellte 
Form handeln, weil hier die Facultät nur ein einziger Factor ist, oder als sol- 
cher wenigstens gedacht werden kann, sondern nur darum, welche Gesetze von 
ihr gelten, und wie ihr Werth darzustellen sei. 

Man kann sich nun, um eine noch weitere Aehnlichkeit zwischen den 
Potenzen und den Facultäten mit gebrochenen Eicponenten herbeizuführen, 

des TVurzelzeichens bedienen und 

-1^ 

schreiben, so dass M^ende /ormelle Gleichung entsteht: 

1) Va^\^ = a «r . 
In dieser Gleichung können n und d das positive und das negative Zei- 
chen haben. 

Nachdem Begriff und Bezeichnung der Facultäten mit gebrochenen 
Exponenten festgestellt sind, werden sich leicht weitere Folgerungen daraus 
ziehen lassen« Soll eine um d wachsende oder fallende Facultät von nFacto- 
ren in mFactoren zerlegt und die hieraus sich ergebende Basis dargestellt wer* 
den, so !st dies offenbar Dasselbe, als wenn eine um d wachsende oder fal- 
lende Facultät von 2,3,4 .... pma\ nFactoren in 2,3,4 .... pma\ mFacto- 
ren zerlegt und die hieraus gefundene Basis angegeben werden soll. Dies 
giebt folgende Vergleichung: 

Hieraus folgt, dass man den gebrochenen Exponenten einer Facultät 
beliebig umformen kann, wenn nur sein Werth unverändert bleibt. Dadurch 
erhalten wir leicht andere Darstellungen, wenn wir nämlich einen Bruch in 
andere Brüche, die ihm gleichbedeutend sind, zerlegen, oder mehrere Brüche 
in einen ihnen gleichbedeutenden zusammenziehen. Setzen wir nämlich 

-=£+£ + £. + .... 

fli Ifl 01 fli 

oder 



± = L + L 
mos 



so ergiebt sich hieraus: 
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3) a^H=o^+i + ^ + -l*'' 

Diese Ausdrucke müssen nun, da sie Facultäten bezeichnen, auch ihren 
allgemeinen Bildungsgesetzen unterliegen. Es ist folglich aus den Bestimmun- 
gen in (§• 2. und 3«) 

6) a=H = afKaif d)>(a±(f +7)^^l*'(«±(f + J+^y;^*' .... 
Die Zeichen sind gleichzeitig positi? oder negativ zu nehmen. Setzt man 

80^ ergiebt sich 

Die Gleichung (7.) ergiebt sich auch aus (15. und 16. $. 3.) unmittelbar, wenn 
dort r=5/» und — statt m gesetzt wird. Man kann nun auch die Operation, welche 

in (7.) an jedem einzelnen Factor ausgeführt werden soll, nur emmal andeu- 
ten, und bemerken, dass sie an allen Gliedern der Facultät vorgenommen wer- 
den soll. Dadurch geht (7.) in folgende veränderte formelle Darstellung über: 

8) ßwl = (a ' "» )"»l . 
Diese Gleichung fallt mit (23. und 24. $. 4.) zusammen,- wenn r=/i 
und — statt m gesetzt wird. Man sieht, dass man auf die frühern Gesetze 

geführt wurde, und dass sich die Richtigkeit der gemachten Schlüsse bestätigt 
Auch noch dadurch lässt sich zu andern Entwicklungen gelangen, dass 
man zuerst eine gegebene Facultät in die nöthige Anzahl von Factoren zer* 
legt, deren Verbindung die ursprüngliche Facultät wieder erzeugt, und dann 
für jeden einzelnen Factor die gesuchte Basis ausscheidet. Ist z. B. demzu- 
folge die Facultät a^\ darzustellen, so soll man die eine Facultät von n Fac- 
toren in m Factoren zerlegen, die, mit sich selbst multiplicirt , a^l=^ ge- 
ben. Man kann nun aH=^ in n Factoren zerlegen und dann jeden einzelnen 
hieraus entstandenen Factor in m Factoren, von denen der erste den Expo- 
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nenten "Ji^^d haben muss. Es entstehen daraus m»Factoren, und man erhält 
folgende Darstellung für eine positive Zunahme: 

aH-M= a^V(fl-\-dy^\\a-^2dß* (a+(ji-V)d)^* 

X (a+/irf)«l''(o+:(»+l>/)-J''(o+(/»+2y)^^.... Ca+(2n-l)rf)-l' 
X (a+2mO-K(a+(2rt+l)J)»l*'(o+(2n+2)d)-l'.... Ca+(3M-l)rf)-' 

X {aMpi-l)d)^ia^mA)d*d)^iaMp*-l)d+2d)^*..^ ia-¥(jnn-l)d)^V . 
Geht man nun auf die erste Factorenreihe zurück, so ist 

9) fl^i' = a« I*'(fl+<i)-H(a + 2J)ih .... (a+(/i- 1) J;^H 
oder, in anderer formeller Darstellung: 

10) a^H = (o-l'l^H. 
Eben so ist 

11) a^\-* = a-l~*^(a-rf)» i~*'(a-2<f)»l-^.... (a-(n-l)d)-|-*' 

Diese Ausdrucke sind dieselben, M^ie die in (27. §. 3.) gefundenen, wenn dort 

m=in und '' = "IT gesetzt wird. 

Das Gesagte lässt sich leicht auch auf Facultäten mit gebrochenen /le- 
gatwen Exponenten ausdehnen. Es ist 

12) ä-iV =fl-^-^-i^--l'=:a-1^l'(a-£rf)-iKa-^J)-sk.,. 

= l:(a-^^ä-(a-S±Jrf)*(a-'-:^'d)^K... 

13) a-i^l--== a-^-^-f-»-'= «-=|-W|^-"K«+^^-ä--.... 

= l:(a+£d)^H(a+^^rf;^-''(a+?±^'d)^H.... 

U) o-;l*''=a-f-7-f~l*'=a-fl="(a=F|rf)-:|="(<.T(f*;)d)"5l*'.... 

= l:(o±£d)7l="(«F(f-^f)rf)TH='(«F(f*V*>^l*'.... 

u. s. w« Auch hier zeigt sich, dass die in (§. 5. und 6.) entwickelten Gesetze auch 
von den Facultäten mit gebrochenen Exponenten gehen. Eben so gehen die in 
(§.6.) gefundenen Gesetze auch vonFacnhäten mit gebrochenen Exponenten. Es ist 
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_ aa%+(^-|(rf)».... 



a s. w. Ferner ist 



= af Hca+(|rf)^I--(«+(£-;2y)-rH. 
(.-t-fj)^|-'^(a+(f-^(J)TK... 



u. 8. w* Dies zeigt, dass alle in den Paragraphen (2. bis 6.) aufgestellten Ge- 
setze allgemein sind und von ganzen, so wie von gebrochenen Exponenten, 
also auch dann noch gelten, wenn ganze und gebrochene Exponenten mit ein- 
ander in Verbin^hm^ treten* Specielle Fälle ergeben sich hieraus leicht Wir 
heben folgende heraus: 

17) a-^|- = 



(a-fj)f|- 



18) «-tI-'= ^-^ 






21) a^-*^ = a'^iV = aT\\a'^^dr\^ = ar\\a+nd)f\ 

Die letzte (21.) ist eine sehr wichtige Gleichung. Wir geben ihr daher 
folgende vier besondere Formen: 

^- I.^\d ^V iaq+fdY^ a7l''(og+p</)Cay-hptHnyf)....(ag+p(H<»-l)grf) 

= fl(a+<f)(o+2<i)....(o+(«— l)J)(o+iMOf''^ 

= afW(o+^<i)(o+|j+d>(o+|</+2c0..4ö+^*K»~l)<0 

23) a-f+*''=a-fl''(a-^/0»!'=fl»I'(ß-l-/M/)-fl'' 

_ iaq-pdr^i'' _ iaq^pdKaq-pd+qd) .... (ag-ftf-|r(ii~l)»f) 

o(g-Kf)(o+2rf)....(o+(«— l)rf) 

24) of""''' =afl''(a+f<^~"'^ = o-*'''(«-'«^)'"''' 

o»l .g» (o— «OlJ 

(aq+pd-d)(aq+pd—2d)-"'(fi9+pd-i»d) ~~ (a— rf)(o— 2rf)....(a— nrf) 

25) ö-f -"!•'= a-T\\a-^d)-^ = a-»k'(a-mi)-f I'' 

9" 1 



Ca- ^rf)f Koj-prf-rf) (ay-ijrf-2rf) .... (.aq-pd-nd) (o- ?rf)f K(o- ^-ndfi'' 
' 1 ? ? 



(a-rf)(a-SW) ....(a-iirf)(a-nrf— ^</)f|'' 



Geht + J in — d über, so ergeben sich die hiedarch bedingten Aus- 
drücke aus (22. bis 25.) leicht. Ist n negativ, so ist nicht jede von den For- 
men (24. und 25.) gleich brauchbar. Aus (21.) ergiebt sich der Zusammenhang 

zwischen aTl und (a + nd)~9\^. Die Gleichung (21.) eröffnet eine Reihe von 
Sätzen, die vieler Anwendungen fähig sind ; wie sich im Folgenden zeigen wird. 
Es ist von selbst klar, dass die Anwendung auf Facultäten mit Zahlen- 
Exponenten den bekannten Gesetzen unterliegt; wobei nur zu bemerken ist, 
CreOe'f Jowroal f. d. M. Bd. XXXUL Heft 1. 4 
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dass die Rechnung mit diesen Exponenten mehr Mannigfaltigkeit fa«t ^ als ^ 
mit WurzelgrSssen. So ist z. B. 






(»*-id)»f' 



= fl-Jl*'(a-|<i)M- 



ff»i»U>^ 



T^.' 



u. s. w. Die in diesem Paragraph gefundenen Gleidiungen deuten Operätionfth 
an, und sind formell. Sie dienep daher , die gegebenen Ausdrucke auf an- 
dere Formen überzuführen. Den fVerth einer Facultät mit gebrochenem Ex- 
ponenten aber geben sie nicht. Wir werden daher auf die Aufgabe geführt, 
den JVerih einer Facultät mit gebrochenem £:iponenten darzustellen. Wie er 
gefunden wird, soll im Folgenden gezeigt werden. Zu dem Ende sind die 
Faealtäteh in Rahen za entwicki^n. 



i .» 



{ vs - ••: 



; •'*.'» . • siJi ; ' 
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1.9. 



Die iEiitwicktung ehitr Facultät in eine nach den Potenzen der Zu- 
n'alinie ^ordnete Reihe ergiebt sich aus den bekannten AusdrQc&en: 

wo 

(ölt ö»> 03 •••• ö/.) , . • ;.! 

die Summe der Verbindungen ohne Wiederholungen aus 7^ Elementen zur 
ersten Classe und 

die Samme der Verbindungen mit Wiederholungen aus n Elementen zur er- 
sten passe:, ist, . . 

Aus 1. und 2. erhalten wir folgende Ausdrücke für die vier Formen 
einer Facultät mit ganzem Exponenten: . 

3) < ~ a» + C(l, 2. .... nr-- 1)'^""^ + C{\, 2, .,...» - J)»fl->d» 
ii • +....C(1.2,....i,--l)'^arf*-' 

4) ■ a">-^ = o" - C(l. 2, . . . . »— l)'a-^'rf+ C(;i, 2, . . .. n— l)»a-«d» ' 

- ..,. (-r^ai, 2, ...i i»-l)--»Äi^'' 

5).- /i-''^**(a_-;^^v = in^i)(a^id).Uä-iidy . 

= 0-+ C'(l, 2, . ... /i)*a^^rf+ C<1, 2, . ... n)'ö-*^ 
' +.... C'(l,2, ....n)"/«**'rf*+.... 

"' ^ ^ia+itdf^ ~ <«+d)(fl^2rf)(a+arf).».(oH.«rf5 - 

. = «-— C'(l, 2, .... nya-^\d^Cil..2, nfa"^^ 

i ;-^i...(-)'C'(1.2,....i»)'a-*'d" .... 

XÜese Ausdrücke . sind bekannt In dieser Form sind sie jedoch nicht 
brauchbar. Sie lassen sidi ewar dareh'-Ausföhniog der aof^teigten Yecboa» 
doDfen sur entwidcelten DarsteHoiig der Eacultätea mit ganzen Expodenteo 

4* 



I 

I 



28 1- OeUingerj ünte rmBkmgm i&er die FacMäkM. 

benutzen , aber nicht für gebrochene Exponenten. Letzteres wird erst dann 
möglich, wenn man an die Stelle der. Ausdrücke 

7) C{l,%....n-\)\ C{l,%....n-1)\ C(l,2, ....»- 1)^... 

8) C'(l, % .... n)\ C'(l, 2, .... ny. C(h 2, .... n)' .... 
Formeln setzen kann ^ die .ihre WTjerthfO ip entwickelter Darstellung geben. 
Diese Formeln, müssen, offenbar Functionen von n sein. Gelingt es. sie Sßv- 
zustellen, so ist die Aufgabe gelöset und das. Gesetz für die Entwicklung der 
Facultäten mit ganzen und gebrochenen positiven und negativen Exponenten 
gegeben. 

Nach den obigen Beitierkungen können wir idie Ausdrucke in . (7.) aÜ- 
gemeiner s^iuch durch : 

9) F,{rO. F^(n), F,(7i), .... 
darstellen, wenn wir der Reihe nach unter den Ausdrücken in (9.) die Func- 
tionen für die Vorzahl des ersten, zweiten, dritten Gliedes u. s. w. in a^\^ vcr- 
stehen. Danach ist ' " '' 

10) ö"'^ = fl" + JFi(w)fl"-*£/ + Jp;(n)fl"-^rf^ + FMa'^iP + .; .j ^' '" 
Die entwickelte Darstellung von ö*K<' ergibt sich aus (10.), wenn — d statt 
+d gesetzt wird. Nun ist früher gezeigt worden, däss für a^^\^ und cH^ 
die nämlichen Gesetze gelten^ und dass a^^\^ aus oH«' abgeleitet wird, weiib 
man — n statt j+n setzt. Wenden wir diese Bemerkung auf (lO.) än|'1s6 
muss lolgenchtig 

11) fl-"''' = a'"+F,(-n)a-'^'fi+:F^^^^ .1'!?^;; 

sein.' Aus (llT) findet' sich die entwickelte Darstellung für o—**!*-^, wrän — rfstaft 
+d gesetzt wira. Nun* sieht 'man laicht aus der Vergleichung von (10. und 11.^ 
dass die Entwicklung der Facultäten mit positiven und mit negativen Exponenten 
auf einer und derselben Grundförni beruht und dass aus jeder von den bei- 
den Formen alle übrigen ab^|!eitf;t werben l^pnnen^ wenn —t? statt -im und 
— d statt +d gescjtft,w|rd; WQr^ys yiVr FäUe entstehen. .„ 

Durc^t^^ese-^Bemerkupg^n ist. die Aufgabe darauf zurückgebracht, nur 
die eine Art der Functionen, die |^ir allgemein durch Fr(n) und jp).(— /») be- 
zeichnen, entwickeil vdapzustellelä,: ^Dres -J&ann auf unabhängigem' öder 2urüdl^- 
laufendem W^ge gifescheheh.,' Es ^nd* Scfabiiv man^e Versuche gemacht wor- 
den, diese Aufgabe, zu- ICsen^ -^an hat- aber immer nur die Versuche auf die 
beiden Fälle i^$^(h:)''Uiid >J^;.('H^rk) .Jh ihrer^Si)ectalität «gefichtet tindinie den 
allgemeineren »Stainipmlct betrstM^:nft^e]dier*die>iBildcingsges€tze sui emmiü ^AA 
Bei dieser ilsolirung :ibKeb'»feiübbf JTroyiy? ^steUeti.: . HäibiknAn den allgenDevoeb 
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SlMidpuiicIjiftstv so -verekifacht sich zugldoh^^i^ Avdgabe «nndüiim hat den 
Vortheil, allgemeifrere Resultate zu erbalten. .i ';: ' n.ti : >'.- • 

M >; Diis6lcidbüfigen:(10.'UDd l!t) gebea^^onersl Dbiv^formdle Däbtellun- 
^en^ )dB .WIf^dM jidurch ' sieiaBgedeuteteD. Gebilde 'fticbtkenneq^^ 
^uffck idie :6leiobucig^i(3fc iund.6.). iscbbh .anikre Darsfcellanigen gew^mnen-lia^ 
ben^: -ao; fuhrt' 'ubfll die Ver^ichung: dieser Eritwicklungeri^zu einem wichtigen 

Die Functionen ! ti .:! ' : •' '. ' '> 

:.m:. a '. •' - , • ' J^iin). ■ ■*;<»)/ - Fn(n),- F,(n), .iu. ;:•>:■.•.. :i f/ 
stellen nämlich der Reihe nach Gebilde vor, welche entstehen, wenn ,für-' \ 

C(h%....a—1)\ C(l,2,....n-l)^ C{l,%....n—l)\ C(l,2,....n— 1^ .... 
algebraische Ausdrücke gegeben werden. ( Eben so stellen die Functionen 

d^riR^ihe OMh: Gebilde Tor, .welche entstehen,, wenn. : für i . ^ > 

alg^braiache' Aüisdrikke: gegeben n'nd. : Da mm dem CMiigeiiizufbIge J<V(*^n) 
aus rir;{^;n;);*und>ünlgekebrt abgeleitet wird,r wcihiI -r-r» vs^tfe -^n« gesetzt 
wird, so wird dies auch vöa dier zweiten Art Von Gebilden gdten (Tiiun'd '8). 
Daraus ^rhahen wir folgende wichtige Gleichung: y . . ^ 

' '--T 12): scxii%::..ny = sc(h%./.:n-i)V 

weHfi iw danxt «ineniAiisdracke -^n statt >f-:/t: gesetzt wird) Unter 80(1,%.... rif 
i^«nämlicb>der''algebraiidie Ausdruck yronC{l,%:..;ny mrdittriter SC{l,%.,,:nAy 
dec' voiiiC(l; a,>iij.. Ti'-*^!.)''' zu' versf^n. Die Bedeafnng dieMr Gttiichmig 
istl>fo)gende^:i:' ' -m'!' ■, i •- -ü-. : .^ •• . •. ' • !'•■ :■• .>■■ .:•>• '*vJ';-. 

;4> :!.n! fl8^' Ist'ider{^tinM|[ik)a«sdruck für die Vefbindungcfn mit Wic^erho- 
ts-ijiiiiikm^» aus /i:£lementen - zur rten Classe •gefuvWkttir'so ergtebt sich dei* 
J:i>.>Auadnuik'lfiir^'e'V»ei^bNiduiigefi ohne Wiederholung^ti au^ n-^1 Elemen- 
•>'.w ,)tki.:8Qr bfiämlkhen Glosse unmittelbar, wenn in denlfrelbeti *^/l statt -hn 
-n^rii.gesefzl wird.i')Und>uni9elährt: • >->^^' •'-'• ' .:;.••.'.. i'^' ■ = ' -. - '! - 

.i<>n:l )i )\^>(14) Ist den*.Suramdnausdnick> für die Verbindungen bhW VViedetifo^ 
)> . .lutjgen-^auft n^^l'Eletiienteni'zn irgend- ein^^r Olasse vgeftrtidenv so '^i^bt 
sich der Ausdruck für die Verbindungen ilnii VVii^d^hNiltingen aaS'>iE)e^ 
menten zur nämlichen Classe unmittelbar, wenn in demselben — n statt 
+ 71 gesetzt wird. 
Es versteht sich von selbst, dass diese Uebertragung nur dann möglich 
ist, wenn der gefundene Summenausdruck eine solche Gestalt hat, dass durch 
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die Einführung ein redler Ausdiiidc entsteht. Nicht alle Aiadrücfce wenlto 
diese Eigenschaft haben. . . . ' ' 

. . Der vorstehende Säte ist deshalb von grteser Widitigkeit, weil er 
die Eötwicklung derFacbltäten in Reihen einem eben so allgemeinen Gesetze 
unterwirft» als dasjenige ist, welches für das Binoroiom gik, uod weil dadurch 
noch andre Entwicklungen ia der Anaijsis» die bisher gleichfiills ivisitioEelt la» 
gen, unter das nämliche allgemeine Gesetz, gebracht werden könnenV 'tii« es 
sich später zeigen wird. i •: 

Wir wenden uns nan zur Anfsuchong der Ausdrucke von jP^(n) und 
Fr(r-n).. . ' -^ • :. ■ : ^ ■ . ■ ^, :. .. ■: -.,-. ■ 



In meinem Differenzen -r und DifTerendalcalcul ($. 127* Pg. 216 u. ff«) 
habe ich bei der Bildung der Unterschiede der Potenzialfunctionen ge^eig^ 
dass sich die Vorwahlen der einzelnen Glieder durch Versetzungen- «der Facul- 
täten zu bestimmten Summen und durch die Yerbindnngen mfit WiederhohüK 
gen darstellen lassen. Hieraus folgt die Gleichheit der beiden letzten Arten ton 
Gebilden. Die Gleichung, welche man hiedurc^ erhält, ist : • 

1) 5C'(l,2,M..n)'"==-pjj-/>X<m + n); pp^, pjj, IdTr •• p^^ 

Nach Vorschrift dieser Gleichung sind hier die Versetzungen mit Wie* 
derholimgenzur Suntuoe m+fi in der nten Classe zu bilden; wobei die hodi* 
stea : Vactpren der aogetseigten Facultäten als Elemente dienen..' Die Auf» 
gäbe zeigt sich in der vorliegenden Form als unbestimmt, so lange m und n 
nidit bestimmte Werthe bekommen. Sie wird aber bestimmt, wenn man die 
Versetzungen mit Wiederholungen zur Summe m-^-n auf die Verbindungen 
zu bestimmten Summen, oder, was dasselbe ist, auf die Zerfallung der Zahlen 
mit Wiederholungen zurückführt, dieselben niederschreibt und angiebt, wie 
oft die bei einer Zerfällung vorkommenden Eleniente unter sich Versetzungen 
ttogeheli können. Diese; Anzahl wird eine Function vom h sein. -Bezeichnen 
wir die dabei nöthigen Ausdrücke der Reihe nach durch 7V|, iK^^ iV, «..., so 
gdbt der Ausdruck {2.) in folgenden über: 



- i ... ■ 1 •• -i ■■::•- 

' lo-iiiiaiiiaii^iiiiju-a"*"-^» j5i;=:2iIpiIi2|i(ii|i)ii-3^"" 

■*'^* li»-»|i pii ia|i ii|i (ii|iy»;5 '*"■''* ' l<*-3|i iSfilaii i2|i (i i|i)i>-4 "**•••• 

• ; • •: • 1 

. . In diesem. Ausdnick sind m un4 n veränderlich. Beschrankt man sich 
au£ ein bestimoitef m, od^er nimn)t m hestähdig^n^ so kaqp T^ypn 1 ap wach* 
sen und die ganzen Zahlen durchlj^ufen. . Geschieht ilies, so nimmt Summe 
und Classe in (1.) um die Einheit gleichzeitig zu^ während d^s höchste tle- 

ment im^Tifl unverändert bUibt Es kommtrdaher der In (32. Pg. 28«) meiner 
Combinationslebre aufgestellte Lehrsatz zur Anwendung, nath welchem 
3) C'(jr(2m); a,,a^,....a^ir= 0(s(2m+lh a,,a^,.:.a^^)^ 

^ach diesem Satze tritt eine bestimmte Anzahl vpn . yeobiindvMigen, die von m 
abhängen, auf, die nicht überschritten wird« Das Schlussglied in (2.) nimmt 
daher fol^dff Fortn^iaint ^^ ' ~ ' 

■''"-■ - Ä\ nr i'. ' ^ ..^ ■• ' :• ^" . . 

Bleien Bemeiiungen zufolge iSsst sich (^.) ^udfi so darstelteii: 
5) 5C(1,2, .... nT=(n^iy^'l^,C(s(m*l)yH-N^(y(s^^^ 

.111 JL 1 ^ 

^£51' fi}!' pi* i'«|i' i^ii+iii^' 

Bei der Ausführung der forgezeichneten Operatt^n^n ist ein« bestimmte 
Zahl von Versetzungen auszuschliessen, sobald mehrere einander gleiche Ele- 
mente vorkommen. I^immt man diese Bemerkung in den Calcul auf und führt 
die Wertbe von Ni, N^, N^.... ein, so ergiebt sich folgehde allgen^eine. und 
unabhängige Bildungsweise fiir die Suinmeiiausdrückie jder. Verbindungen mit 
Wiederholungen; 



6) 5e(l,2,....nr=(/i+ir[piiri+n''-*(l^^ */....) 

3Hi/__JL___ ?__ L_ \ 

...... ' ^_'" l ■ ' ■' 1 ' ■ 



^^n.^il-1. 



I)ie Anzahl der Versietzungen , welcKen wegen der gleichen ]l;acultäten 
in diesem Ausdhjck auszSuschliessen sind/ ist durch das Zeichen (x) anged^ii* 
tet Setzt man nun in (6J der Reihe nach, die Zahlen 1, 2, 3 ..... statt m, so 
erhält' man ohiie alle schwierige 'Rechnung folgende Ausdrucke für'diie Snmmje« 
der VerbinduDgen mit Wiedei4ioIungen aus n Elementen zur Iteo, 2teo, Sten^^ii.. 
Classe, alfo folgende Ausdrucke für Fi{r~n)f Fi{—n\ jFj(-^/i) .....: ;,( , 
7) ÄC'(1.2,....»y = [«], •) 

ÄC(1.2, ....»)» = (JL-h^T^ [»], 

SC{\.%....nf =:<l+2(n-l)-i-^^""*) [n\ 

ÄC'(i;2....ny = (l+f(»-l)+i(«--l)«-^+^«--l)'«-0[öi,^ 

SCX\,%....nr = (l+8(«-l)+f(«-l)''-»+|(/i-l)»'-»+l(n-l)^)W. 

5CXl.t^....n)«=,(f7l-^«-l)+^(n-l)'i-»+^(»-iy'-'+g(«-l)*'-' 

5C(iA....«y = (i+f (»~i)+x(«-i)""'+t(«-i)'"'+^('^i)"" 

Ä:fClA....i»)'=sa*^(«-l>+'4-Wl)^-^+^«--l)»'-'-l^n-l)*'-' 



*) Im Folgenden wird der KOrze wegen, und nm den Setzer za erleichtern, das Zeichen \*]p 

I ,.«^'' '^'^^)'*-*-^)--^"+l'-O n M ^..> «^l-'. ■ «(«»-l)C»-2).-(«-iH -l) ... 
•»•"Pii""^ 1.2.3....» '■ ^'f "*•" PiT" 1.2.3... .« gebrtnch» werden. 
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u. s. w. Eine andere Entwicklang giebt folgende noch zweidui^ssigereb 
Aasdrucke: 

8) 5e(l,2,....»y = [n3, 

sa(i,%....ny ^^Inl 

SC(l,2,....ny=ri . ^^ ink. ,. 

_„,-■ ., 63it».t-315ii«-f^31Sit«-91ii«-4ait- Hl6 , ' 

, iSQ{lA-,*" »)• 5:? -.■■■ ' .■ ' ' -■ . — ■ 34.34 — i^T " L » J? 

5C(i, 2, .... »r = — g^jf L'*-!« 

sc(i, 2, .... «)• =s — — ^ ^ao.y — L«]» 

u. s. w. 

Wenden wir nun den Satz (12. $. 8.) auf diese Ausdrucke an, so er- 
balten wir unmittelbair'ipigende Summeniiüsdrucke iuir Bie Verbindungen ohne 
Wiederholungen aus n— lldementen zu den versidiiedenien Classen: 

9) 5ai,2,....»-l)' = <n), 

' ' 5C(l,2,....«^l)' = (-I+f(n-M))(n)3 

ÄC(l,2,..»n-l)»=.rt-^2(»+l)+^5|i2'")(„), . ' 

5C(1.2,....n-iy = (_l+|(„+l)-|(„+l)«i«+ »(„+l)«»)(rt). 
5C(l,2,....n-l)» = (l-8(«+l) + f(iH-;l)>»— IC/i-hiy'' . . 

oder, durch eine andere 'Eiitwicklting: 
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5C(l,2,....n-l)« = -^(n), 
SQl,%....n-iy-Cn)^(n\ '• : 

Ä(C(l,2,....n— 1)* = js (n), 

c^/, n ,x5 3» «-10»'+5n*+ 2n , . . . 

5C(i.2,....»-i)' = leTTT-^i»)», ,„ , 

0^,0 ,^e 63n»-315 n*-<-315n*-<-91n*-42»-16 , . 

ÄC(l,2,....n— 1)« — ..i:..Vi}^l*i}-: ^"^^ 

oi^/i o *iN7 9»«-68n*-f-10 5n*-fr7n«-42n*-1 6n ^ v 
SC(l, 2, .... »— J y = , ^ ... ,. ^ .ft^a^- ^ . ( n % 

ci^/i o ,X8 136n'-1260«**si50»»-84k*-2345«»-«40»^j^04ii+144, . 
ÄC(l,2.....n-l)1 == ,<, ... ..,^,,. ^..^,jjM^.y ~— ^"^ 

, .'^'"V^ tfaclIh^i^'M^k do^i'-züiiaddiiilfende BMungsart für die Summen- 
ausdrücke der Verbindungen' ifiit und ohne Wiederholungen mit Es ist bc- 
kannth'ch 

Bezeichnet map ,den Sununenausaruck für diese Verbindungen zur ^en Claisse 
durch y(»*), so ist aus (11.) 

12) SC(h%....nr = :Srupl(n^iy] 
Zur Auffindung der Summenausdrücke benutzen wir folgende leicht zu recht- 
fertigende Gleichung : . i . x 

13) ^(Ä-l-rt)t«i =?(Ä-44i)frt3t4:i+(r+l)i:r.-l],«. 
Es ist bek^B^ch. )■•.;.■ ^i.^.^^^ . :....,■■.: 

,,. '\, , SC(t,%....ny = [n],. 
Nun ist nach (ilttiftd 12.)'bierafu8" ' ^^ 

Wird also, in (lil^) n — 1 statjt,:Jn und Jß^l, r— 2 gesetzt, so ergiebt sich 

Behandelt nttul- nun -den VI>^'UliähenÄir~ Ausdruck wie vorhin und setzt in 
(11. und 12.) 3 statt m, so findet sich 

ÄC (1,2, ....«)' = 2.rn[»— 21+3^r« - 3]^ 
Hier müssen beide Ausdrücke rechts nach (13.) behandelt werden. Dies 
geschieht, wenn zuerst 7^-2 statt n^ i{=2, r=3, und dann n 3 statt n, 
jß=3, r=4 gesetzt wird. Dies giebt 
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ÄC(l,2,....ii)'* = 2.3[»_2]4+2.4[firi-=^,'.! > 'M ;». ;m 

( ^, . , +3..5{»-3].-*7a. 5£n-«4J,^ Y^, 
=5:2,3i/»-2],-*-20'[«-3],+15[«-4i«. 
Fährt man auf diese Weise for^ so erhalt ttiaiidi^ gMictt^öH'A^lldratke, und 
das AbleitungsgesetK.; tritt -tleutlich^hervor. Nennt man«. dif^.Yorzahh'^es ^ten 
Gliedes im Summenausdruck«^ welcher für die mte Classe ^Ut, ^...sq hat man 
folgende Ableitongsgleichung: ' ' 

14) A-^ = (m + ^ -1') [^' +^-'] . 
Daraus entstehen folgende Ausdrucke für d^e 'S^üfhmen ^hr^Verbintibli^en ohne 
Wiederholungen:. .,' •. /• , ,' | _;. 

15) SGlX-"n-iy^[n-l], :.'.-,.., .,,. 

S(Xl.%,.f,n-iy = 2[«-2]3+3(n-31, " ' " 

S€(t,^ n-17 =^ 6[n^3]iV2Ö[n^4],4J15[«-5], 

ÄC(l,2.....n-l)* = 24[n— 4],+ 130[«-5],+210[«^-61,-4-105[n— 7]s 
.5C(I,2.....«^l)^=li0i«-5iJ+924tn-6i;+ ' ^ ". 

+2520[«-8]9+945[n-9].o , .' '" ,;." 

5C(1,2,.... n-iy = 720[n-6J,+7308j:/»47]8+26432[«-4 ' 

+441 06[rt-iEr],o-l-3465Ör^l Ü]u+10ä95[«-ll]„ 
äC(1,2,.,.. n-iy =; 5«4Ö[n-7]87*-6422,4i:rt-8]»+ 3036G0tn-9],. 
. ; '. +70532P[n-l^1„+866250[«-lI]»V,'' 

+340540[n-i2i3+ 135135L/1-13]!* 
5C(1,2, .... n-iy = 40320ln-8l+623H^ßln-9]tt+Se7m^in'-i^i 
+ 110^78Pi;n-^]„+ 188^8840[nr-l^J,3 
+,18288276[n-i3]„+945b45Öt»-l4],V 

''■■'■ +2027025 [rt-16],,- ■ ''■■■■ ""/'»' 

,-u..s. W. ... ■; ..., . ■- ... ■•,:)^-.v.-' 
i, .Dies sind die At^sdr^cke, welche i^/rä/'tio.^Anal, d. re'fr..Cg^^75.) ge- 
geben h^. Der von Kramp befolgte Entwicklungsgang ist von dem hiesigen 
yerschij^den. ffrarjrip hfit nur die Vonzajt^lfn bis ?^rsieb?nt|en_Cla^(^ berech- 
net, Hipr sind sie um. ein« (Hasse weiter be^echi^e^...^ ]^a^, si^l^t^ .,^^ die 
Vorzählen ungemein schnell wachsen, daher sehr unbewegÜch; ut^d, 9!^ ,b(}ld 
beinahe unbrauchbar werden |( während die in (7. bis 10.) aufgestellten Aus- 
drücke diesen Fahler nicht haben. Man kann sjq etwas beiceglicbef mafibeo, 
wenn man die allen Gliedern gemeinschaftlichen Factoren ausscheidet. Da- 
durch erhalten sie folgende Gestalt: -' > 

5* 
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16) ÄCa,2,....»-l)» = («), 
ÄC(lA....n-l)' = (2+|(»-3)) (n), 

5C(l,2,....n-iy = (24+f (»-5)+5(/»-6)*-'+6ii^'-^) („), 
SC(l,%..„n_lT = (120+132(«-6)+f (n_6)*'-»+5(/»-6)'<-» 

+ -Ig — ^v«;« 

+f(n-7)*'-^+a(n-7)»M)(„), 

ÄC(l,2,.".»-iy = (504(M-7136(/i-8)+3374(n-8)«:-»4.^(/»-8)^' 
+876(«-«y'-»+^/»-8)''-»+<^''-*)(i,), 

u. s. w. Wendet man uun auf (15. und 16.) den Satz (12. §. 8.) an, so er- 
hält nian 

17) 5^(1,2,....»)»= [»], 
5C(l,2,....n)' =— 2[n],+3[n]4 
5C'(1Ä....»)' = 6[n]4-20[/»],+16[/i], 

5C(1,2, ..../»)* =— 24[»],+130[n]e— 210[«]7+105[»], 
ÄC(l»2,....n)» = 120[/i],-924in37+2380[n],-2520[n],+945[n]„ 

18) i$C'(l,2,....iiy = ini, 
ÄC'(l,2.....n)« = (-2+|(n+8))[«], 

5C"(l,2,....n)» = (6-4(»+4)+^ifl>^') [„]^ 

ÄC'(l,2,....n)* = (^24+f(»+5)-5(»+5)»'»+^^'") [«], 

5C'(1.2,..../i)» = (120-132(n+6)+f (/H-6)*'+6(n+6)»l>+?^*"')[n], 

Eben so leicht lassen sich die Sumnienausdrucke fiir die Verbindungen 
mit Wiederholungen nach der nämlichen Methode finden. Für sie erhält man 
folgende Gleichung: 

19) 5C'(l,2,....n)- 
=»<SC(l,2,....n)-»+(»-l)5C'(l,2,....ii-l)-»+(»--2)<SC'(l,2,....»-2)-» .... 
also 

20) SCXh 2, .... n)" = ^/i9<»'). 
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Nan ist <SC'(l,2,....ny = [n], und wenn in (13.) ms>2 und dann ü=d, 
r=s2 gesetzt wird, so ergiebt sich 

5C'(l,2,....n)' = ^n. [n]a = rn]j+3[/i— II4. 

Um den Calcul weiter zu fuhren, ist in (20.) ib=:3 zu setzen. Dies giebt 

sa(l,2,....nf = .2«.[n],+3-2rt.[/»— IL. 

Man hat nun beide Ausdrucke rechts nach (13.) zu behandeln und 
jRssO, r^3, n'— 1 statt n, und^ß=sl, rs=4 zu setzen. Dies giebt' 

^C'(1.2,....»)» = [»]<+4[«— 11, =»t/»l4+10[»— l],+ 15[n-2l, 

+3.2[/i— 1],+3.5[«— 2] 

Fährt man auf diese Weise fort, so erhält man folgende Au&drüdie für die 
Summen der Verbindungen mit Wiederholungen: 

21) ^C'(l, 2, ....»)» = [/»], 

5C(1.2. ....»)» = [n]3+3[/»— IL 
.SC'(l,2,....n)' = [/i]4+10[»— 1],+15[»— 2], 
<SC(l,2,....7i)* = [n],4-25[/i--l],+ 105[/»— 2]7+105[n— 3], 
SC(l,%.... n)» = [»],+56[»— 1],+ 490[n-2],+ 1260[/i-3], 

+945t/^-4]„ 
sa(l,2,....n)' = [/»],-H19Cn— l]8+1918[n— 2],+»450l/i— 3].o 

-M7325[n-4V+10895[/»- 63a 
5C(l,2,....ii)' = [«],+246[»-ll,+e825[n-2lM+56980[n— 3]„ 

+ 190ö'75[«-4]„-l-270270t»-5]i3-*- 136136[i»-«],4 
ÄC(l,2,....n)' c= [7il,+501[n— l]„+22935[n— 2]„+302995[n— 3]« 

+ 1636635[/»— 4]„+4099095[n— 5]„ 

+ 4729725fn-6]„+2027025[n— 7]„ 

Das Ableitungsgesetz für die vorstehenden Entwcklungen ist 

22) ^ = (m+7-1) v^»+9.<-». 

Kramp hat (AnaL d- r^fr. Pg. 76. et 77.) die in (21.) angegebenen Aus- 
drucke mitgetheilt, jedoch nur bis zur 7ten Classe. Auch diese Ausdnidce fäh- 
ren bald zu grossen Zahlen ; wie leicht zu sehen. Wendet man auf ue den 
Satz (12. §. 8.) an, so hat man fär die Sunimenausdrudce der Verbindungen 
ohne Wiedel*holungen: 
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29) ■ fiC(lA....*-lX=^.(rt)a :' '•• r.u. I ;^-^v.... Vir 
SC(l,%....n-iy =- (n%+S(n+l\: . i : . i V: 

+945(/i-l-4Xo 

Scheidet man n^un in den Ausdrucken (22. und 23.) die 'den Gliedern 
gemeinschiaftlichefi Factoren aus, wie in (15« bis 18.) geschah^ to wird maki 
durch die hieraus, sich erg^enden Abkürzungen auf die in (7. und 9.) ge- 
fundenen Gleichungen geführt. ^ Ueberblickt »man die in diesem Paragraph 
gegebenen Ausdrücke, sa zeigt sich leicht, dass die Formeln (8. und 10.) die 
zweckmäsjagsten sind. Alle' übrigett hier gegebenen Entwicklutigön müssen, wie 
natürlich, auf sie zurückführen, und die Formeln haben die nSmlrcht B^tf^ 
tung für die Entwicklung der Facultäten in Reihen, wie die Vorzählen des 
Binomiums für die Entwicklung des letztem, | . . 

Es werden sich noch, auf liDcj^rn .\2Vegenj Summenausdr^cke für die 
Yerbindungpn mit und | ohne Wied.erholuojgm. finden, b^^ Dies, ist aber 
weder unser Zwecl^ noch unserer ^^usficbt nach Hauptsache. Die Auffindung 
des allgemeinen Gesetzes ist der Hauptzwecke^ und diese ist in diesem und dem 
vorigen Paragraph ausgeführt . _ | , . 

Wir setzen; jedoc^h noch einige apdere Summenausdrücke für die Ver- 
bindungen mit und ohne Wiedet^plungen | her, die .in. bptimmter Beziehung 
allgemeiner als .die vorstehenden, in sq w^it aber specieller sind, als sie nur 
für die ^^ine od^r die anc^ere. Art,der Y^rtN^dungea gelten. Für di^ Verbin- 
dungen ohne W^ieflerholungen ist .:,,... 

Hier ist 

Für die Verbindungeu mit Wiederholuogea ist 

25) iiifiC(a7,a?-*-Aa7, ^-lr2A;i: .vV. öCrl-nAÄ)* « {AirKM ^ 

Dass sich diese Gleichungen nicht auf die andere Art der Verbi^idungdB 
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anwenden lassen, zdtjgt »ich, wepq -^n stal!l '/r^gesetät wir^, weil alsdann die 
Ausdrücke nach (15. §. 4.) verschwind^. Die beiden Gleichungen finden sich 
entwickelt in meiner Lehre von den 'Götii)^ihaliorien (26., 27. und 28. S. 48. u. ff.) 
und in meinen Forschungen in der- Aoalysis ($. 71. u. ff.). Eine weitere ab- 
hängige Bildungsweise fiur diese Ausdiwke setzen wir hier her, jedoch ohne 

Beweis, nämlich: -♦ nli --•'• - • * 

» •■ 

26) <SC(a„a,..^ö.>«=;|([/lr^9-|rl]i^(ä„v«^J..a„)»-' 

Hieniuis ieii;lebt sidh' tmiriittelb* die AilW*öd«ng -auf 5(0(1,2,5,^^^^^^^^^ 



Um die Darstellung der Facultäten in Reihen, zi| erhahen, deren Glie- 
der nach den Jbüenden Potenzen ^er Sto^n^^dfia. steigenden der Zunahme 
geordnet sind, benutzen w die Ausdrücke (3-; bis 6. §. 8.) und (8. und 10. 
§.9.). Siegeben l > S^ v • - ' 

■ -H» " "ife — ""-'-^(rt/j'fl?^« 

■*■ 16 (n),a"^rf* 

^ .-. .^ .., , i4ti^i«|i v*h^ " 

9n«-63ii»+l65n*+7»V42««-|6n, . ^, ., 

+ 6.24 ..,-,,, ^ "^»^ '^ 

. 135it^-l26fti^+315p»*.r84»<«Taia4JNHJ^ 

+ : ;-77- iSi^^-; ^ ^'*>^ '^' 

Dieser Ausdruck ist aHjgehieiner und ^!t för ein positives und negati- 
ves, ganzes «b^ geferobheiies >»i' (Ar ^^ gehörigen Wer- 
the eingeführt werden. Für eine . Faciullät mit negativem Exponenten er- 
§icbt sich. ;:■,;■ !•■■:;.• ■,•..: .i. . ,;i ■!•);. ■»!!." ■■>.•• ..i.i'iX i.-vi 



•,•>.. .'.:l 
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■*■ 48 l^l'S^H 

+ -^ [»]«^ 

. 63n»+315n«+315n»-9l»*-4ai i+16, ^ d* 
■*" 24.24 WTgf^ 

. aj»*+63ii*-*-106»t«-7»*-4-42 »*-<-16ii, , rf» 
■*■ 6724 " l^Jsrf^- 

In beiden. Fälleo bangt der Zeichenvecbsel voq d ab, wenn ^—dtiitt+d^e^ 

setzt wird« Für einen gebrochenen Exponenten ergiebt sieb folgende Formel: 

„ »Irf ilrf . »"-" i_i, 3B-m 1^1— »_3j, 
3) o»' :=a"l +i»ij^<*'" ""*" 4iit i»i%iF^'" "^ 

15ii»~3ftiHt-t-5ii>t*^ai i' *»H- iL_^_ 
-»--^^ 4S.1I? ~^-*i»iJSia" O^ 

3»«-10»*<it-*-5ii*m*H-9w»* ««1-» i._5 ,, 
**" 16.«* •Pi5?«'" « 

. Sl»*-63it*«t-l-105it«i»*+7«V--42»*i«-16iMit» i^'— i-7 ., 
Eben so 

■*■ iSS?""' imS"»« "• '^ 

3»*+I0s*m+5fMi*— 2iM(* W^" -Ji-t .. 

TO "• d' 



. 6a»'-t-816n*mH-315»V -91ii*«*--42»mVHl6pt» , it^"" -i-sj« 

'■"•■" •..,".•.. y'\''\'^''-:- .••; . .' . . .■•.•'.•'.'. i''.''v.. i . .• 

Der Zeichenwechsel der Glieder in (3. und 4,) wird theils von rt ond 
m, theils von d bedingt. Aus (3. und 4.) lassen sich leicht Anwendungen 
machen. Da es hier auf die Darstellung specieller Fälle ankommt, so geben 
wir folgende: 
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RN i\d ut ± '^ ^ 2W« 399rf» 869rf« 53e25<r . 

_iu _./, 8rf 2W* . 105d« . 1659rf« 6237rf» . 

-ii-i __,/! 8d^26<n lOdd' . 1659rf« 6237rf» , 

-lu 1/1 <* ^ A IW« IW« 77«/» 

o«* =oi(l— J35+ +3t5r->-3i^-3i5äi+....)» 

-lu -i/i 2<f d* 13rf« 221rf* 1547rf» . 

-4U _ i/i *f 7«f« aSIi/» 108.77«!« 171.1463rf* 

aa« — «Hl— 2TPä"2,4V"*'lV""*" 4«*.2«* ~ 4»\«» ~—^» 

u. s. w. Kramp hat in seiner AnaK d, rdfr. (Pg. 89.) gleichfalls Entwicklungen 
von Facultäten mit gebrochenen Exponenten gegeben, die ganz mit den hiesi- 
gen übereinstimmen. Die von ihm befolgte Methode ist (Pg. 69. bis 89. a.a.O.) 
vorgetragen. Sie ist ziemlich weitläufig und die Ausführung der von ihm an- 
gezeigten Operationen macht viele Mähe. Dabei entbehrt die von ihm ange- 
wendete Entwicklungsweise der Allgemeinheit und Einfachheit. 

Die in (5.) gefundenen Reihen convergiren stark, wenn a'>dt und 
selbst dann noch, wenn a^^d ist. Im ersten Falle sind oft schon wenige Glie- 
der hinreichend, um den Werth einer Facultät mit gebrochenem Exponenten 
zu finden. Setzt man a=100, d=l, so ist aus (5.) 

100* = **^(^~8ÖÖ ■*" 1280000 "*■ 1024.10* "" 32768.10« "" * •) 

= 10(1-0,00125+0.00000078125—0,0000000048828125 ....) 
= 9,987507863 .... 

lOO*" = 10(l+gö5 + 1280000 "" 1024.10*^ "" ""^ 
= 10,012507763 .... 

Diese Werthe können positiv oder negativ sein. 

Man kann auch jeden der im vorhergehenden Paragraph gefundenen 
Ausdrucke für die Summen der Verbindungen wählen, um die Facultäten in 
eine Reihe zu entwickeln. Dadurch ergeben sich dann andere Formen für 
denselben Gegenstand. Die Gleichungen (85. §, 9.) z. B. geben 
Crelle'f Joanial f. d. H. Bd. XXXm. Heft 4. 6 
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6) fl^«a-(l+(»),|-+[2(»),+3(«),]J 

+ [6(ii),+a0(»).+16(ii)j5 

-h[24(ii)|-i> lS0(n),H>210(n)T-i>106(n)J^ 

^[190(7>)H-924(n)ri-2380(n)r+-2520(nV+«15(n)H3^ 

Diese Formel lasst n«^ nadi Facultäten tod a ordnen nnd es «tgldrt sidi 
7) a^H» = a?<l+|(n),+2 ^(n), ^. 3 [J -»-2 J(«)* 

+ 4[55-#-6^](«). 

•f-5[3^-«-26^-f-24|](«), 

) 

Die Fonnd (7.) hat Clne& in seiner Theorie der analytischen Facnltilten 

($. 60. No. S40.) aufgesteDt 

$. 11. 

Ehe wir uns zu weitem Anwendungen der bisher gefundenen Sitze 
wenden, wird es nothig sein, einige Umformangen, welche mit den verschie- 
denen Elementen einer Facultät vorgenommen werden können, z» betrachten. 

Dividirt und multiplidrt man eine Facul^t durch ihre Zunahme so oft 
als der Exponent bestimmt so erhält man 

1) «^ = * J(|+l) (7+2) .... (j+n-1) = d-{^y. 

Die Facultät wurde also» ohne Werthanderung, in eine andere mit der Zu- 
nahme 1 umgeformt Die Formel gilt für alle Werthe yon n. 'Es ist 

2) a-.y = rf-.(l)-'»=— i -—1 . 

3) ä^ ^dR{^yM, 

Wird (1.) mit a muldplicirt und dividirt, so ergiebt sich 

5) a^ = a«rf. 



1. (kukii9r^ UnUnrnkm^gm ibmr dl» t\mUmm. 43 

ffier Sfidert ^icb die Basis and mit ihr die Zunahme. Es ist 
61 cr^* = 5; — YT = sr- — rar » 

7) a"»r = a* 1"»U. 
Wird (1.) mit A* diyidirt und multiplicirt, so findet sich 

8) <^ = ?.^.(f+A)<?+i»)....(f+(„-l)*)=£(f)'*. 

Die Zunahme einer Facultät kann in jede beliebige verwandelt wer- 
den. Dies gidbt 

Wird (6.) mit i" diridirt und roultiplicirt» so erhält man 

11) ö4i=j-:*(Ä+^K*+2^....(*+(«-i)f)==:|;Ä-i" 

Die Basis einer Facultat kann demnach in jede beliebige umgeformt werden« 

Endlich kann auch noch Basis und Zunahme jeder Facultat gleichsEeitig 
auf die Einheit zurfickgeiiihrt werden. Aus (22. $. 7.) ist 

Wird die erste Gleichung durch die zweite dividirt» $0 erhält man 
Wird dieser Werth in (1.) gesetzt, so ergiebt steh 



12) a>^=zd^ 



j^+.-l|i 



Ist n ein Bruch, so wird 

lm\ s= am -— 



13) ö "» • = rf*»" ■ 



ji-ii. 



Bis jetzt wurde die Zanahme positiv aogenomnien. Aendert man ihr 
Zeichen» so ergeben sich folgende Formeln: 
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fl^--=d»|(2-i)(5-2)....f|-(n-i)M-*0-C;:^C:J*-2)(^+l)...^^ 

oder 

14) <^=*(fr'=(-d)-Gy* «"-1 

15) „iH=d-:(5)y-"=(-d)^y. 

EbeD so ist 

1 1 



o-H-'ss 



rf"(j+l)(j+2)-..(j+ii) rf<5+i»>"-» 



1 1 



C_rf).(_£«l)(^_2)..(-^-ii) (_rf)"(-^-«)-ii 



oder 



„^ ^-.=^(.)-^.^(_^P(j.^. 



und 



,7) --:H=d-K|)'^=(-d)yiBr-|' 

Wird oH'^ mit A* dividirt und multipKdrt» so ergiebt sich auf gans 
einfache Weise: 

18) '^^m'ifTH^'i-T- 

19) „^=(D=(-)--^=(^^(5f. 

Auf gleiche Weise findet sich 

21) a-ä- = (^--(f )-^ = (tO"-(5)-* 
Aus (2.) erhalten wir 












Dies giebt 
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22) a-«!rf = /i- 






Man siebt hieraus, Jass die Gleichung (12.) auch iiir ein negatives n 
gilt. Es findet sich 

23) a =i' = * — . 

Aus der Formel, aus welcher die Gleichung (14.) abgeleitet wurde, 
erhalt man leicht auf dem eben gezeigten Wege: 

,^-M-l|-l ,^-♦••»-»11 

24) tfiMrafft ' , «(^cj)» ' , ,,, und 

25) ai=l-^=d= ' . =(~^» . .,, ♦ 
Daraus folgt 

26) fl-«i^-<=if-« . =(~iO"'' . ,,, und 

27) a-^-'= J- » , ., . = (-cO = . ,, - 

Aus den Gleichungen (22. bis 27.) zeigt sich, dass die Gleichung (12.) ganz 
allgemein gilt. 

Aendert die Basis das Zeichen, so entstehen gleichfalls Veränderun- 
gen der Facultät Eine negative Basis giebt 

28) (-o)-K= (-o)(-o+rf.... (--«+(»-l)eO = (-l>»o"l-«'. 
Hieraus folgt 

29) (-fl)«»!«» = a^-^, 

30) (_a)^i^ =:(-l)«a^K 
Ist Basis und Zunahme negativ, so erglebt sich 

31) (-a)-! «* = (— a)(-fl-d)(-a-2<i)....(-a-(/»-l)d) = (-l)»fl»l-H, 

32) (-fl)2-l-rf = a2-K, 
(_a)to+l|-«'=— o2M-lK, 

33) (— a)S-H =(-)lS-ö^K 
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Eben so ist 

36) (-a)-^ =a-N-^ und (—«)-«•- V«~a-*»-»M, 

57) (-a)-^-^ = (^a+rf)(-.a+2rf)...(-a+i«0 = (~1)^^*'^» 

58) (_o)-a^-rf=:a-**' und (-fl)-*-iM=- a-a»-i|+rf, 

S9) (-ar^-^tsc^ir^a-y*. 

Diese Ausdrücke (14. bis 26.) folgen einem und demselben Grundge* 
setze und stimmen mit den entwickelten Darstellungen, welche sich aus (3. 
und 4. §• 10.) fanden, genau fiberein; was ihre Richtigkeit beweiset Bringt 
man nun mit diesen Ausdrucken die schon früher bekannten von 
(+a)«K, (+ö)H-^, (+a)-4f. (-H^, (+fl)-H-^ 

zusammen, so lassen sich daraus weitere Folgerungen zieheu. Dahin gdioren 
folgende Sätze« 

40) Eine Facultlt, deren Exponent eine gerade Zahl ist und die einen 
positiven Werth und eine positive Zunahme hat, kann aus einer positi- 
ven Basis mit positiver Zunahme, oder aus einer negativen Basis mit 
negativer Zunahme entstanden sein. 

41) Eine Facultät^ deren Exponent eine ungerade Zahl ist und die 
einen positiven Werth und eine positive Zunahme hat, kann nicht aus 
einer negativen Basis und negativen Zunahme entstanden sein, u. dergl. 

Aus (1, 5, 17) ziehen vrir noch folgende Yergleidiung 

42) il»K:(-fl)»M==:a^.l'J^:(--a)-l"ß= 1:(--1)«.. 

Dies gilt för jedes n und giebt in Uebereinstimmung mit den übrigen in die- 
sem Paragraph mitgetheilten Sätzen: 

43) ä^^ :(-ö)^M=l:l 

44) JA^ :(-a)^|-^— (+!)=•: (-1)^. 

Diese Sätze scheint Kramp ungeachtet seiner Vorsicht fibersehen oder 
wenigstens nicht gewürdigt zu haben, denn er kommt (S. 55. bis 61. und 
S. 91. No. 149.) zu Resultaten, die mit den vorstehenden und mit denen (§• 10.) 
im Widerspruch stehen. 
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Et ISsit sich auch eine Facultät mit positiver Zunahme in eine gleich- 
geltende mit ne|;atiTer Zunahme und umgekehrt verwandeln. Es ist nämlich 

a^ssa(a+d)ia^2d) .... (a^nd-^J) » (a+nd^dyi-^, 
also 

45) fl»lrf lÄ (a+(n- l)dy^-^. 

Eben so ist umgekehrt iiir die Verwandlung einer Facultät mit negati- 
ver Zunahme in eine andere mit positiver Zunahme: 

46) flH-rf = (a-/i£/+€/)«K. 
Ana (§. 4«) erjpebt sich folgender Ausdruck: 

47) 5^ 8= (a+mO"-^ «nd ^ = (a— jid)-»l-^. 
Derselbe enthalt folgende Regel: 

Eine FacuItSt im Divisor wird in eine Facultät als Factor umgeformt 
wenn man zur Basis das Product aus der Zunahme in den Exponen* 
ten zählt und das Zeichen des Exponenten in das entgegengesetzte ver- 
wandelt 
Nun ist femer aus ($. 4.) 

Wendet man die an. (47.) sich ergebende Regel auf die zweite Form der 
eben gefundenen Aosdrficke an, so ergiebt sich 

48) a-^ =(a— nrf— d)-«M und 

49) a-»l-' = (a+iirf+<0"-*>'. 

Aus (45., 46., 48. und 49.) ergiebt sich folgende Zusammenstellung: 

50) a^ »(ö+(n'-l>Ö"'-' =(a^-(i»-l)(+J))"l-^; 

ar^ «r (a--(/H-l)rf)-"l-^ ^ («-♦•(- i»--l)(+d))—l-^; 
a— l-^a: (a+(/»+l)«0— M = (a+(-i>--l)(--tO)-*!-^- 
Hieraus findet sich folgendes Gesetz. 

51) Um das Zeichen der Zunahme einer Facultät in das entgegen- 
gesetzte verwandeln zu dürfen, erniedrige man den Exponenten um die 
Einheit und multiplidre ihn mit der Zunahme, zähle das erhaltene Pro- 
doct sur Basis und ändere hierauf das Zeichen der Zunahme. 
Die Formel (50.) gilt auch für gebrochene Exponenten und man hat 
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52) a^^ =(ö+(^-l)J)-M, 

Anf diese Gleichungen kann man auch die Gleichungen (12., 13., 22. 
bis 27.) anwenden, woraus noch weitere Umformungen entstehen. So ist z» B. 

53) a"»l ssscTüT— j; — , 



•=-1« ^ |f + f -^ 






U. S. W. 

Da der Gleichung (12.) zufolge jede Facultät von beliebiger Basis 
und Zunahme in eine andere gleichbedeutende verwandelt werden kann» de- 
ren Basis und Zunahme die Einheit ist» so könnte die Untersuchung der 
Facukäten auf die specielle Form l'l^ beschrankt und dadufcb» wie es scheint, 
sehr erleichtert werden. Doch ist der Gewinn nur scheinbar , denn die Re- 
duction führt auf zc^i Facultäten mit gebrochenen Exponenten, deren Er* 
mittlung die Operationen anhäuft, welche mit denen durch cf^^ angedeuteten 
in keinem Verhältnisse stehen« Andererseits giebt die Form o*l^ der Untersu- 
chung eine grossere Allgemeinheit , während sie die Operationen nicht er- 
schwert» sondern in den meisten Fällen erleichtert» und begreift zugleich Fälle 
in sich^ welche die specielle Form ausschliesst» die aber füglich nicht ausge- 
schlossen werden dürfen. Aus diesem Grunde. wird im Folgenden die allge- 
meine Form beibehalten werden. 
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, §. 12. 



j; i M; :a ii\ f.? 



Eft ist notlMek ^e Werthe der Facultäten mit gebrochenen Exponenten 
leicht 'bVstimmäA zu können,. Dies wird geschehen, &Us die Reihen (3. bis 5. 
$. 10.) stark convergiren. , Die Gdnvergenz. nimmt ab, wenn die Basis abnimmt. 
Es giebt aber eif> .ctiji^^hes Mittel, den Reihen jede heHebige Convergenz zu 
geben. Es dient däsm dk Gleichung (21. §. 7.)» nämh'ch: 

Je nachdem r, n, d positiv oder negetiv angenommen werden, ergeben 
sieb folgende vier Gleichungen: 



_^-i 



m 



2) ä 

3) a 



„ , (a-—d+dp''(a+rd)^\-^ , , . .. , ., .. JL|_d 






, ia+—d+dY\''(a+rd)-m\-^ , ,_^ „^ .. ^x--!-«' 

Die Gleichung (2.) wird aus (1.) abgeleitet, wenn — d statt d und — r 
statt r gesetzt- wird, die Gleichung (3.) wenn — n statt n gesetzt wird; die 
Gleichung (4.) folgt aus (2.), wenn — n statt n gesetzt wird. Aus diesen Glei- 
chungen ergeben sich durch Umkehrung folgende Ausdrücke: 

5) (o+r^O-l =a"l -^ .= a-l ^^yU 

7) (a+rd) "»1 =a »»l - — ^;q5 " = « "*' (o^yM 

8) (a+rd) «I =ö «I Jr7~:~=^'" (am+firf-i-iiufri'-^ ' 

(an — d+dy* 

Die Gleichungen (1. bis 4.) dienen, die Berechnung der Werthe von 
Grelle*! Joanial f. d. M. Bd. IXXOI. Heft 1. 7 
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a«»! , ö'«! ,.... auf slarl convergirende Reihen zu bringen. Die Gleichun- 
gen (5. bis 8.) dienen, durch die Werihe von a^r, ä^\, ...., welche auf 
irgend einem Wege gefunden wurden, die Werthc von (a + rrf)wr, 

±Ld 

(a+nl)'»\ , .... durch Multiplication und Division darftistellen. EndHch ge- 
ben diese Gleichungen noch folgende merkwürdige Relationen: 

9) 



10) 
11) 

12) 

Sie zeigen, dass sich das Verhähniss zweier FaeuUäten, welche den nämlichen 
Exponenten, die nämliche Zunahme und eine ähnliche Basis (a, a+rd) ha- 
ben, auf ganze Zahlen zurückbringen lässt. Ferner sieht man, wie sich von 
einer Basis auf die andere bei gleichem Exponenten und gleicher Zunahme 
übergehen lässt. 

Um die Gleichungen (1. bis 4.) benutzen zu können, bezeichnen wir 
der Kürze wegen die Vorzahlen der Glieder in (3, §. 10.), der Reihe nach 
von dem zweiten an, durch ^i, ^2» -^2 ••••> ^^^ ^'^ in der Formel (4. $.10.) 
durch Bi, B2, B^, .... Dadurch gehen die beiden Formeln in folgende über: 

»1^ " d d* iP 

13) a^l^ =ä^ (l+^i-+^2~.+^3-3+-) 

14) a-^H===a-^(l+5xf+Ä2f5Vß3fI+....). 

Nehmen wir nun die Gleichung (1.) zu Hülfe und setzen aus ihr in (13.) 
a+rd statt a, so ergiebt sich 

n 

--V JL\j (amyl'^'Ca+rd)^., ^ d ^ . d* . ^ d^ v 



^\d 


= 


a^\d 


(amY''^ 


!L.\d 


(a-h—dr^ 
tn 


~ Cam-i-ndY"'^ 




= 


(0— — rf+rf/i'* 


1* 

_ (om^nd-^rndY"^ 


- d 
(a-hrd)"^ 


(a+rf)'M 


~ (am+mdY""^ 


a ^ 


= 


(fi-' 


{amY'^'^ 


(a-hrd) '^ 


tn 


~ (am^ndlY""^ 


a ^ 


= 


ia+^d+dr^ 


Cam-hnd+rndy^'"'^ 


(a-hrd) "» 


(a-hc/yM 


~ Cam-^rndY'""^ 






• 
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Auf gleiche Weise erhält man für (2., 3., 4.) : 

In allen den Gleichungen (1. bis 4. und 16. bis 18.)* kann die Grösse r 
ganz willkührlich angenommen werden. Man kann daher die Convergenz der 
begleitenden Reihen beliebig steigern. Nimmt mau r unendlich gross an , ao 
verschwinden in (15. bis 18.) die Glieder der begleitenden Reihen. Deuten wir 
diesen besondern Fall für r durch den griechischen Buchstaben a an, so er^ 
geben sich aus (15. bis 18.) folgende Ausdrücke : 

19) «^i -^^^^^ - - (am+ntf)«»- 

(a-—d+dri'i(a+ad)ir . ,_^ ..... ± 

zu; ami — (a+d)«!'' — Cam+mdr" [ 

21) a "»I = — '■ — '■ ^ — '- '■ s" 

(a-^rf)«W iam-ndyl'^ Ca+ad^l^ 

22) a ^\ = n = T- 

Da die Grösse a auf die Ausfuhrung einer unendlichen Zahl von Ope- 
rationen, oder auf eine upendliche Anzahl von Factoren deutet, und er^t 

nach Ausführung dieser Operationen das in {a+ad)^ Enthaltene vorgenom- 
men werden soll, so heisst dies so yiel, als es soll niemals vorgenommen wer- 
den. Daher kann man die Wurzclgrösse in diesen Formeln weglassen, wo- 
durch man auf Folgendes geführt wird : 

«€»^. ^U ' . fl(fl-Hrf)(a-H2rf)(g4-3rf) .... 

23) öÄ»r s= — — ' -^ — ' • ' • ^ ' 

0tft(<»ii4*fnc?)(flwH-2iii£f)(amH-8iiMf) .... 

— (am-^nd) (am-^nd+md) (am+nd-^^md) {am-i'nd+Smdy .... 

7* 
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rt^x -A-d 1» w m m 

Z4; a'n\ _ (a-f-c/)(a+2^)(a+3£f)(a4.4a) 

(am^nd-k-nid^i(m^nd'^2md)iam'^nd -^Zmd) .,.« 



25) «" 



(a-— i/)(a-— cf-f-rf)(a-— i/+2d)(a- — £f + 3rf) 

9R 171 lA m 

amCam'hmd)(am"h2md') (am-^Smd') . 



Cam^nd)(jam^nd+md)(am-^nd''i'2md)(ßm'^mi'^3md^ .... 
(a-^—d+d)(a-^—d+2dXa-h—d'h3d}(a'^ — d+4d) .... 
M) a 'n ^ (a+rf)(a+2rf)(a+3rf)(a+4rf) 

(am+fui+9nd)Cam'i'nd+2tnd)(am+ml+3tnd)(am^iul+4nid),,., 

(ai»-f-iiw/>(ai»+2fik/)(am+3»w/)(a»-f-4fiuf) 
Hiedurch gelangen wir zu folgendem Resultate: 

27) Jede Facultät mit gebrochenem Exponenten lässt sich durch einen 
Quotienten zweier ins Uneiidliche fortlaufende Facultäten darstellen, der 
ren Fortschreitungsgesetz von der Basis und von Zähler und Nenner des 
Exponenten und der Zunahme auf die hier vorliegende Weise ab- 
hängt. Umgekehrt: 

28) Facultäten, die ins Unendliche fortlaufen und welche Zähler und 
Nenner eines Bruches bilden, lassen sich unter bestimmten Bedingungen 
durch eine Facultät mit gebrochenem Exponenten darstellen. 

Bei dem Uebergangc von unendlichen Facultäten auf die erzeugende 
Facultät mit gebrochenem Exponenten muss man mit Vorsicht zu Werte ge- 
hen. Es wird gut sein» dabei auf die Ausdrücke (19« bis 22.) Rücksicht za 
nehmen, um Unrichtigkeiten vorzubeugen. 

Folgende weitere, nicht unwichtige Folgerung ziehen wir aus der Ver- 
gleichung von (19. bis 22.) mit (5. bis 8.) hinsichtlich des Werths der Aus- 

drücke (a4-rj)^l und (a+rd)^, nämlich: 

29) Die Werthe einer Wurzelgrösse (Potenz mit gebrochenem Ex- 
ponenten) und einer Facultät, welche die nämliche Grundgrosse, den 
nämlichen Exponenten und irgend eine Zunahme hat, nähern sich, wenn 
die Grandgrosse wächst, immer mehr und mehr, ohne je zusammentu- 
fallen, oder werden in der Unendlichkeit, d. h. nie, einander gleich. 
Beide Werthe stehen daher zu einander in dem Verhältnisse, wie eine 
Curve und ihre Asymptote. 
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§. 13. 
Durch Verbindung der Gleichungen (19. bis 26.) lä^st sichr eine Reihe 
von Sätzen ableiten. Wir heben folgende hervor: 



Ca+rf)Ca-H2rf)(a+3rf) .... v, (,^ J» ^^^) .... 



am^ 



am+nd^ 



2) a»» .a »' = 



3) öml- - 



öffl — urf' 
Aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sich folgender Zusammenhang: 



4) a""» I 



^ ((W+iirf)a "»' 

am Äi ^ 



-il^j am— ik/ 

(am-*fi£;)a »' 



i j iLU "^ m '^ m 
5> a^\ .a^^ =a • 

(a4-— d)(a-i-— rf+rf).... 
m m 

Diese Gleichung kann in roanchea. Fällen auf einen endlichen Werlh führen, 
nämlich: 

. . (a+— (/+rf)(a+ — €/+2€/) .... 
6) a»»»'a'»~ = a -; ;; » 

(a-^rf)(a-^rf+rf).... 
m m 

(a- *<i)(a— ^cf+rf).... 
m . m 



7) 


— a 




8) 





m m 

(a- — rf+<0 (o+ — rf +2rf) . . . . 
m m 

m m 



Aus (1. und 2.x oder (7. und 8.) ist 
^^ "TG HL — S^jirf' 
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10) a •»• Ä — — jpqj -, 

911 171 m 991 

12) /2 »» I = ^ » 

(a d-hd)(a-' — d-h2d).... (jt^d^—d) ' 

io\ 1— •^h*' 5^ ^ — ^ 

Diese Entwicklungen lassen sich beliebig fortsetzen. Durch die Verbin- 
dung der in diesem und dem vorigen Paragraph gefundenen Sätze lassen sich 
noch weitere Ableitungen machen. Beschränkt man sich auf den einfachsten 
Fall, wenn die Basis und Zunahme 1 ist^ so findet sich 

1.2-3-4-- fif2i9i*3iit4m*- 



14) r 



15) 


li-l- 


16) 


1-^' 


17) 


1-^h 


18) 


i-»-^!» 


19) 


1—^1- 


20) 


1-^' 


21) 


1-^- 



(Jl-^.l)(^+2)(— H-3) -.. (n+»i)(ii+2m)(n+3iii)-. ' 

fTt fTt 971 

^^""^^^^""m^^^^m""" _ (--yH-2f7i) (-n+3m) (-n4-4m)»«» 
2-3-4-5-- 2m'3m'im5m-" 

1.23-4 •••• ffi-2m-Sm— • . 



(1«.±>(2— — )(3— — .... (--«-Hii)(-n+2«i)(-n+3w) • 



tn tn fii 



(2-H^)(3+^)(4+^»>- _ (n+2m)(n+3m)(n+4m)< 



2*3-4«5*«** 2m*3i7»-4m-«- 

1.2.3-4* •• m*2m*399i-4m* 



n .n _,^.,n ^^ n(n+iii)(n+2m)(n+3iii)* 

— C— +A)(— H-^) •••• 



971 97t PI 



^"m ■*"^^^'"97I "*"^^^""9II "^^^ "^ (-9l+3f7») (-9»+4«l) (-91+5971) • 



2 3-4* • 297i-3m*49» •— 

1.2.3.4.... m.2m.3m.4m.,.. 



(- 5.+2)(-^ +.3)(-5.+4) .... (--9l+2lll) (-91+3911) (-9i-f-4i7i).. 



97t 97t 



^97l"^*^^97t'*'^^^97t""*"^^" " _ (9l+9H)(9l-|-297t)(9t + 397t) ... 

2.3.4.... 297t.3m.497t.... 



• 
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Bekanntlich 


ist 




• 




22) 


i* 


2.2.4.4.6.6.8.... 
~ 1.3.3.5.6.7.7.... 


Wird nun '^ = 5 


gesetzt, 


so ist 


aus (14. und 16.): 




l-ili. 


1+Jll ; 


_ 2.2.4.4.6.6.8.8.... 
1.3.3.6.5.7.7.9.... 


FoleliQh ist auch 






1*> . .•. .- - 



23) l--«i.i-Hli = |7r. 

Durch die Gleichung (22.) ist es niöglicti, jede der vier Facuhäten 
lil>, iJI— 1, l-lll, 1— il— 1 auf die Grösse it, welche das bekannte Verhältniss 
beim Kreise bezeichnet, zurückzubringen. Zu dem Ende ist aus (19. §. 12.), 
wenn a=rf=/i=l und /7i=2 gesetzt wird: 

Um zu einer Harmonie zwiachan dieser Gleichung und (22.) zu gelan- 
gen, darf man nur im Nennte mit der Einheit muhtpliciren. Dies giebt 

1' • 1 — l«l^.3«|2(2a+ 1) — 1«|2,3«|2 • ^' 
indem bei unen|j|lich grossem Werthe a+l = a und 2a+l=2a ist. Man 
erhält also 



1.1 111 2.2.4.4.6.6..., 
24) l*"->^'^= 1.3.3.5.6.7 —=^^ = 



folglich 

Es ergiebt sich nun 



25) Uli = Wn. 



2«) 1-«^ =7rT-V^. 



Uli 

27) iHM«3^, = 3^. 
■••..-■•• *•'••• 2 =2 

«8) i«r' =,Hr. = j^- , 

Die Gleichung (26^.) Ergiebt sich aus (23. und 25.); die Gleichung (27.) 
ergiebt sich aus (1. und 25.); die Gleichung (28.) endlich aus (2. und 26). 
Aus den Gleichungen (5. bis 8. §. 12.) und aus (25. bis 28. dieses §.) folgt, 
dass die Werthe aller Facuhäten, welche den Exponenten | haben^ auf die 
Grosse tc zurückgebracht werden ' können. Es findet ^ch, wenn dort r — 1 
statt r, und m=2y a:s(i=r7)=l gesetzt wird: 
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29) r«» =:lili.^^:=.V«.g!-^ 

30) r* == 1 . g;:^^ = pF • 3;:::ifa » 

31) r-ii» =i-<'^2;=ir, = V;i.2?=ir.' 

Diese Gleichungen lassen sich auch umfonnen. Wird Zähler und Nen- 
ner in (29.) mk 2*'— ^1^ multiplicirt und die Facultät mit der Einheit begon- 
nen, so ergiebt sich 

12—111 * iar-111 

und hieraus 

33) r-»i».r-ii» = 2^i^. 

Wird ZäMer und Nenner in (31.) rtiit 2*^^!^ multiplicirt^ werden dann 
die nötbigen Reductionen gemacht und wird r*+\ statt r gesetzt, so er- 
hält man 

34) V^.V^''^rn^W' 
Wird Zähler und Nenner in (30. und 32.) mit 2*1* multiplicirt^. sa 
findet sich 



35) 
36) 






Die Gleichung (33.) hat Legendre (Exerc. d. Galc. int. T. II. Pg. 25.) 
gegeben, unter der Form 

r(r) r(r-¥\) = r(2r) . (2ic)i . !a-«^ 

Aus den Gleichungen (14. bis 21.) ergeben sich folgende Ausdrücke: 

37) l"l . 1 ""I = 



— »* 2*«* J!V_ .. . , 

38^ jf 1-1 j-^I« _ (~n+2«)(n+2<it)(-nf3ii»K«+aii).... 
'^ * 29ii«2iii,3m. om •'*.. 

^ 4«t«^ii* 9w'~ii* 16iit*-n* 

"• — .2»«» • 3»»* • 4*«i* "■" 
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l»! .1 ml =1, 

oder allgemein: 

39) ä^f^ a~"^\ —a und 
ZLLi 2L:?|i m^ 

^ -' -1 '"' =,i(»:i:^)' 

oder auch allgemeiner: 

40) o -1 .o ™l — (a»,_«rf+af)(a«+«f) ' 

41) 1-^IM-^H= 1.1.2.2.3.3.4.4.... 



(J)(l-:^>(^+^>^2-£-)(J+2)(3-;^)(^+3).. 
m Hl f» SU m jm m 



9i,i9i.2fii.2i9i. ofii. om .*. 



~ n(«i— n)(«+«)(2iii— n)(2»n-n)(3iii— «)(3«4-n)-... 
Auf gleiche Weise erhält man aus (14. bis 21.) folgende Gleichungen: 

l"»l n 1 "»* m 1 ml jn 



welche sich unmittelbar aus (21. §. 7.) ableiten lassen. Diese Ausdrücke wurden 
deshalb auf dem eben bezeichneten Wege abgeleitet, um die Richtigkeit der 
angewendeten Schlussweise zu zeigen. Auf gleiche Art erhält man 

am| ^Q^ ^^ ml z= a; 

wie es sein rouss, weil nach (§. 7.) 

a"»' (a+—a) >«« = a»» ^\ =i a 

ist, während die Darstellung specieller Fälle die Zurückleitung oft nicht ver- 
muthen lässt. So ist z. B* nach (14.) 

l|l /7^\i!l _ 6.7.12.13.18.19... , 
^ • \6/ ~ 7.12.13«18.19.24«... ' 
Die in diesem und dem vorigen Paragraph gefundenen Resultate sind 
von vielfältiger Anwendung. Sie unischliessen unter andern alle die von JEu- 
ler im 9ten Gap. des Iten Theils seiner Integr. - Rechnung über unendliche 
Factorenfolgen gegebenen Sätze und begründen sie auf eine eiofache Weise; 
wie hier kurz gezeigt werden soll. Aus der Gleichung (18.) ergiebt sieb näm- 
lich, wenn man — beibehält, aber p statt n und p+n statt n setzt: 
fit ' 

]m .1" _ m-y m(n+p+«) 2ro(»-t-p+2«) 



43) 



np ' (n+«)(p+«) ' in+2m)ip+2m) 



Crdb'* Jonul f. d. H. Bd. XXXIO. Beft 1. 8 
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was Euler durch yr) ausdrückt. Aus der hier gegebenen Formel folgt ohne 
Weiteres 

iw-"'.i^-"' ^ i^-"'.iv -»" 

oder,nach der £a/er sehen Bezeichnung : f—y = y^—y. Nimmt man noch eine 

dritte Grösse — hinzu, so ist 
m 

Im .Im Im .Im \m .1"« Im .1"» 



45) 



£.-1,1 ,i— m ,e±y^iii , iL.iii ,A-i|i , Z.-1I1 jL-iii 

Im ,1»» 1»»» Im \m \ ^ 1»»» 

X m X *" X "* 

oder, in £a/er sehen Zeichen: 

(F)(=?) = (^)(=?) = (f)C?> 

Die Gleichung (45.) drückt einen ganz elementaren Satz aus, und man 
wird eben so durch seine Einfachheit, als durch die ungewöhnlichen Mittel 
überrascht, die Euler zu seiner Begründung durch bestimmte Integrale aufbietet. 

Bedienen wir uns für den vorliegenden speciellen Zweck folgender Be- 
zeichnung : 

— -i|i 1— -111 



^« ■^G-^)=^ 



j_--„. 



so ergiebt sich, wenn zu den in (45.) betrachteten Grössen noch eine vierte 
tritt, folgende Vergleichung: 



<h f)n^. iM'^. 0=n=. iH"^' -IX-^ i) 

a'^ " -111 -Z.-1II -.^-111 --l-lll 



1 "» 



In dieser Darstellung sind so viele Formen möglich, als Versetzungen der 
Grössen n^p» q und r unter einander in den verschiedenen Symbolen. Euler 
hat nur vier von diesen Formen angegeben, obgleich es deren mehre giebt. 
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Der- Tontehende .Satz lässt sich mm leicht allgemein darstellen; was 
Euler nicht gethan hat Es ist 

«) jr(£,f)>(!^,|)i^(«£«,r)....^'H2±£:^» i) • 

1» .1» ,1m ,, .. Im 

\m .\m .Im .... Iw» 

1 "* 

Hier soll P alle Versetzungen bedeuten, welche sich mit den Grössen n, p, 
q^ r .... z in den verschiedenen Ausdrücken machen lasseh. 

In dM^ bisher gefundenen Resultaten haben sämmtliche Bruche den 
nämlichen Nenner. In dieser Beschränkung wurde der Satz bis jetzt darge» 
stellt. Die Beschränkung ist jedoch nicht nöthig, denn man sieht leicht« dass 

1'" .1/» \P .1» 



«+±-1,1 * +f.-i,i 



ist, oder auch 

Dies führt nun auf dem eben gezeigten Wege zu folgenden Sätzen: 
49) JF(— > - ji^l — H-j —Kl — »-:r-*-Tj -) •' • ^l — *-— •• -i — ) 



1» .lA' .1^ .... 1* 

-+±....üL-i,i 

1 n p z 



In .lf> .jy ..., \z 

~ « 4.±^.^...ÜL-i,i 

1 »» ;» y ' 

— . — . — ...• — .\^ p ^ q ^ *l 
n p q * 

Das letzte ist. ein Satz aus der Gombinationslehre, der bei der Yertheir 

8» 
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luiig der Elemente einer Reihe in Fächer vorkommt, wenn die Exponen- 
ten ganze Zahlen sind. (S. m. Combinationslehre S. 89. $. 37. Mo. 116.) 
Binet beschäftigt sich (Memoire sur les integrales d^finies Euleriennes» Journ. 
d. Tecol. polyt. T. XVI.) des Weitern mit den hieher gehörigen Sätzen, die 
sich^ wie eben gezeigt, so einfach entwickeln lassen , und zu denen man in 
der angeführten Abhandlung mit ungewöhnlichem Aufwände von Mitteln ge- 
langt. 

§. 14. 

Wir gehen nun zu einer weiteren Folge aus den bisher gefundenen 

1 2 

Sätzen über. Setzt man in (21. §. 7.) der Reihe nach 0, — , — — ^ 

.... statt — und multiplicirt die erhaltenen Resultate mit einander. 

m q *^ 

so ergiebt sich 

1) i-iM"-^'.i""»i ....i'"^r 

,-2.|i ,-i|i ,-i.|i ,-2=J|i l"i'".2»K3»l'»....(«-2)"l'». («-!)"'". 1"'» 
= 1 »1 .1 "•• .1 »1 ....1 "»' . ^.(m-i) 

_-J.|, --AI, ,-±|, ,-=zil, l-'^U, 
= 1 -1 .1 »l .1 -»1 .... 1 »' . ^1^', 

denn es ist 1"'' = -^. Man setze der Kürze wegen 

2) i~^' . i~»l' . r^\' .... r'^l' = -s"7"'(i"»IO. 

wo statt a; der Reihe nach 1, 2,3, ..../n — 1 zu schreiben ist, so hat 
man für (1.): 

s) :^r(i-^io=^r"(ryo';^'- 

Setzt man nun in den Exponenten aller Facultäten von 1, /z — »^ statt /z, so 

bilden die gebrochenen Exponenten die Reihe gm' 2«' SS' ••" 0|« ^^^ 
man erhält aus (1.) folgenden Ausdruck: 

4) ;sr(i"-^"io=:sr(rä')i=^. 

Verbindet man (1.) oder (3.) mit (4), so bilden die gebrochenen Exponen- 
ten auf der linken Seite des Gleichheitszeichens die Reihe 

n Jl A J. ± 2«-i 

"' 2m' 2«' 2m' 2m' "' 2m ' 
indem sich ohne Werthändening der Facultät Zähler und Nenner eines jeden 
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gebrochenen Exponenten mit 2 multipliciren lässt (§. 7.)* Hiedugdi eribält 
man folgende Formel: .»-^ 

5) i«.i"-ä' . i-M' .... i-ä' . i-S'l' . i-^1- .... i-%l- 

Wendet man auf den Zähler im Ausdrucke rechts vom Gleichheits- 
zeichen die Gleichung (34. §. 13.) an und setzt mn statt r, so geht (5.) 
über in: 

Da die Ordnung der Factoren in (5.) willkürlich ist, so kann man links auch 
schreiben : 

Alle diese Ftictorenpaare unterliegen dem in (34. §. 13.) angegebenen Ge- 
setze. Man darf daher nur in jener Gleichung statt r der Reihe nach n, 

1 2 fit — 1 

n — 2ii» ^ — &i' •••• '^ ST" ^®*^^"» ^^ ^^^ ^^^ 2*^' der Factoren auf 

die Hälfte reducirt und die Gleichung (6.) geht in folgende über: 



^^''iv'^O^iVTtr 



2»«J_ll 2n-i.|l ,2n-^|l .^"^l 

1 »»1.1 »«I.J »»'....1 "»I 



1 



03nin «""i^"*""') 



Der Zähler im Ausdruck nK^hts lässt sich selbst wieder nach (1. oder 
3.) behandeln, indem man 2n statt n setzt. Dies giebt 

7) sr-(i-m=^'(i-i^) """""tu . 

Nun hat man aus (6. und 7.) zwei unter sich gleiche Ausdrücke, aus welchen 
sich folgende Gleichung ergiebt: 

Durch Einführung dieses Werthes in (3.) erhält man 

9) rlM"~-I' . r"-l' ..;. 1^1' = (f/2S)'"-M'^^m-"-i. 

Diesen Satz hat Gauss (Comment. Soc. reg. Grotting. ad an. 1811 -r. 13. 

Tom IL Pg. 29.) gegeben und seine Entwicklung auf ein Froduct yoq Sinus 

gegründet Legendre hat ihn (Exerc. d. calc. int^gr. T. IT. Fg. 3. etc.) auf 

gleiche, jedoch sehr weitläufige Art bewiesen. Die hier gegebene Entwiek- 
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Inngsart^ elementar und einfach nnd unmittelbar aus der Natur der Facul* 
täten genommen. Sie hat den Vortheil, dass sie keine fremden Mittel m 
Hülfe nimmt Binet hat die Gleichung (Journal d. fecole polyt Gab. 27, 
Pg. 208. bis 212.) auf eine ähnhche, aber ziemlich complicirte Weise ent- 
wickelt. Dabei beruht sein Beweis auf einer Annahme, die hier umgangen ist. 
Cauchy giebt einctn Beweis der Gleichung in Exercices d. Mathem. sec. ann^e. 
Pg, 91« Grelle hat in seinem Journal Bd. VII. Pg. 375. einen Beweis dieses 
Satzes gegeben, der auf das Product der Sinus gegründet ist. Femer habco 
Lejeime Dirichlet (S. d. Joum. 15ter Band S. 258.) und Stern (S. d. Joum. 
21ter Bd. S. 377.) Beweise des Satzes roitgetheilt, die aus bestimmten Inte- 
gralen abgeleitet- sind. Die Form, unter welcher der Satz bei htgendre^ Gau^ 
und Grelle steht, ist 

10) r(«)r(/n-^)r(»+|-) .... r(«+^ = r(nm)(2*)^m*--" 

^ (i,+i)»(i.+ir-a+ir- .•"(i»+i""'^' = <». +i)"-(2»/"" m-*^*. 

wo rix) = l»-»", nix) = (1,+1)' = 1"' ist 

§. 15. 
Es ist noch übrig, zu zeigen, wie die Werthe der Facultäten mit ge- 
brochenen Exponenten in Zahlen dargesteUt werden können. Zu dem Ende 
wählen wir die Berechnung der Facultat l»l*, welche nach (25. $.13.) 
der Grösse \yn gleichkommt. Um für die Ausführung der Rechnung eine 
stark convergirende Reihe zu haben, setzen wir in (16. §. 12.) a = 1 , m = 2, 
n:=l, </=l, r^9 und fuhren für ^i, .<^2> -^s — (^ic Vorzahlen aus (5. ^. II.) 
in (16. §. 12.) ein. Dies giebt ' 

,.U 1.2.3.4.5.6.7. 8.9.VTÖ.2% . 111 21 399 . 

^) ** — 3.5.7.9.11.13.17.19 ^*~80 ' 12800*^1024000 2'MO* 1»M0» ' ""^ 

Nun ist 

- ^ =-0,0125 —2ir\öi=- 0,0000000640869140625 

+ 1^ - 0,000078125 —^iSTx^s- 0,00000001522064208.... 



+ jiö^ = 0,0000048828125 + 35^, = 0,000000000207185 
Werden die Recfanon^n ausgeführt, so ergiebt sich 
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2) Hl. ^ »■•■»,i63i7.^u»-o,yaa67i.... ^ os3g,a»>alm .... 

Dieser Werth ist auf 11 bis 12 Decimalstellen richtig. Kramp hat den 
Werth für 1>I^ (AnaL d. re'fr. Pg. 91.) auf 9 Decimalstellen berechnet, hat 
aber bei seiner Rechnung andere Zahlen (r = 8) genommen. Sein Resultat 
stimmt genau mit dem hiesigen und mit dem Werthe von |}/^. Ist der Werth 
für 1*1^ gefunden, so lässt sich der Werth für die Facultäten der übrigen 
Zahlen, mit dem Exponenten ^, leicht nach (29. §* 13.) ableiten. So ist z. B. 

Vergleicht man mit den bisher gefundenen Werthen der Tacult'älen 
mit gebrochenen Exponenten die Werthe der correspondirenden Wurzel- 
grossen, so ergiebt sich aus (§. 10.) und den hier gefundenen Resultaten: 

4) ; 1* :5* :100* =1:2,236067977500....: 10 

5) l*'V-5*'\l00^^ = 0,886226 .... : 2,140949 .... : 9,9875 .... 

Man sieht hierdurch den in (29. §. 12.) aufgestellten ^ Satz bestätigt. 

Die Gleichungen (15. bis 18. §. 12.), welche der angegebenen Methode 
zum Grunde liegen, sind jedoch mit Vorsicht zu gebrauchen. Sie können nach 
unserer Ansicht zu keinem andern Zwecke benutzt werden, als um die Con- 
vergenz der sie begleitenden Reihen zu steigern. Benutzt man sie zu andern 
Zwecken, etwa zu Schlussfolgeruogen über die Natur der Facultäten, so entrückt 
man sie dem Kreise, worin sie Geltung haben. Dies hat Kramp gethao. Er 
hat sie benutzt, um die Werthe der Facultäten, welche gebrochene Exponenten 
und eine negative Basis haben, und welche nach den in ($. 10. und 11.) auf- 
gestellten Sätzen auf unmögliche Werthe führen, zu finden. In diesem Falle 
kann man durch sie allerdings die Form der unmöglichen Grössen umgehen. 
Da aber dies der Natur der Facultäten, wie aus den angeführten Paragraphen 
hervorgeht, nicht gemäss ist, so muss man nach unserer Ansicht zuerst auf 
die Grundform der Facultäten zurückgehen, um sich bei ihnen Rath zu holen, 
und dann die Resultate^ welche die abgeleiteten Formen an die Hand geben, 
berichtigen, oder wenigstens sie nur dann anwenden, wenn beide mit einander 
übereinstimmen. 

Soll hiernach der Werth der Facultät (— l)*l— * gefunden werden, so 
erhalten wir aus den Gleichungen (7. und 33. §. 11.), welche auf verschiede- 
nem Wege gefunden wurden: 

6) (-i)ii"-i = |/rT\iiii. 
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Hienrit stimmt genau das Resultat , welches wir aus (5. $. 10.) durch 
Reihen -Entwicklung, also auf einem von dem genannten verschiedenen Wege 
erhielten. Wählen wir aber zur Werthbestimmung von ( — l)*'""^ die Formel 
(16. §. 12.), so erhalten wir 

7) (-l)iM = ^^V-l)*(l-^i vZi + ^«(^ - •••). 
Dieses Resultat findet Kramp (Pg. 91. No. 136.), hält es für richtig, weil 
es gerade seinen Zwecken dient, und sagt „ainsi cette demiere faculte [( — If*^ 1 
doit 6tre un infini du premier ordre'", während offenbar aus (7.) nichts an- 
deres gefolgert werden kann, als dass die Formel (16. §. 12.) in dem vorlie- 
genden Falle ihre Dienste versagt und auf einen noch näher zu bestimmenden 

Ausdruck -g- fuhrt. Dies stimmt ganz gut, indem der Ausdruck -g- zu den 

sogenannten unbestimmten gerechnet wird. Danach dürften alle Facultäten 
mit gebrochenen Exponenten und negativer Basis, die bei Kramp vorkommen, 
zu beurtheilen sein. Es giebt eine ganze Classe von Facultäten mit gebroche- 
nen Exponenten, die auf einen unendlich grossen Werlh führen, wenn man 

die Gleichung (17. §. 12.) anwendet. Ihre Form ist 1 ^i . Diese Facultäten 
geben dann nach der Elementar- Form (17. §. 7.) folgenden Ausdruck: 

und können nach den Entwicklungen in ($. 10.) auf Zahlenwerthe führen. Bei 
Berechnung der Facultäten mit gebrochenen Exponenten gewährt die Form 
(7. §. 11.) eine Erleichterung, in dem Fall wenn Basis und Zunahme gleich 
sind. Man hat dann 



9) a"*\ = a^ ,V' 
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AiiraerkuDg des Herausgebers dieses Journals zu $. 1 der Unter« 
suchungen des Herrn Prof. Oettinger über die Facultäten. 

Der Herr Verfasser urtheilf, wie es scheint» sehr richtig, dass von den ver- 
schiedenen vorgeschlagenen Bezeichnungsarten der Facultäten nur die beiden d^^ 
und {a^ + dy ausdrucken, was nothig ist. Von diesen beiden giebt er der er^ 
sten Bezeichnung a^\^ den Vorzug vor der zweiten, und stellt Grunde für seine 
Wahl auf. Der Herausgeber dieses Journals, obgleich er selbst es ist, welcher 
die zweite Bezeichnungsart vorgeschlagen hat^ würde mit Vergnügen der Erste 
sein, der dem Herrn Verfasser beipflichtete, wenn nur die von diesem angegebe- 
nen Gründe ihn befriedigen könnten ; denn es liegt ihm auch hier, wie immer, 
weniger an seiner eigenen Ansicht, als am Rechten und Wahren. Allein den 
Gründen des Herrn Verfassers stehen nach der Ueberzeugung' des Herausge- 
bers andere Gründe entgegen, welche jene wenigstens aufwiegen. Verhält es 
sich so mit den Gründen und Gegengründen, so sind es dann das natürliche, 
einfache Urtheil und die Bequemlichkeit beim Gebrauch der Zeichen, welche 
die Wahl bestimmen; und diese dürften für die zweite Bezeichnungsart ent- 
scheiden. 

Der Herr Verfasser sagt, es liege in 
1) aW^=(ö,-|-rf)« = <i(a+ri)(a+2ci)(a+3d)..-. {a+{n — \)d) 
deutlich vor Augen, dass der Exponent n und die Zunahme d mit einander 
als Factoren in Verbindung treten, während sich daran die Basis mit positivem 
oder negativem Zeichen nur anschliesse; der Zusammenhang zwischen Exponent 
und Zunahme sei daher offenbar enger, als der zwischen Basis und Zunahme, 
und daher iriüsse die Zunahme J, wie in a^K neben den Exponenten ny und 
nicht, wie in (a^+d)^, neben die Basis gesetzt werden. 

Allerdings kommt in dem letzten Factor a + {n — l)d der Facultät (1.) 
das Product der Factoren n — 1 und d vor und schiiesst sich mit dem Zei- 
chen + oder — an die Basis an; auch in den übrigen Factoren a+{n — 2)d 
a+(n — 3)J u. s« w., bis zu a+(n — n)d^= a+ o.d^=^ a hinauf, kommen 
n — 2, n — 3 .... n — n und d als Factoren vor, und es tritt auf diese Weise 
allerdings der Exponent n mit der Zunahme /i in Verbindung* Aber auch die 
Basis a kommt ja in allen Factoren der Faculf«'it vor, und die Zunahme d 
tritt auch mit der Basis in Verbindung. Alle drei: Exponent, Zunahme und 
Basis treten in Verbindung. Der Exponent verbindet sich mit der Zunahme 
durch Mulliplicationy die Basis durch Addition oder Subtraction; was am Ende 
CMe» Joonal f. d. M. Bd. XXXIU. Heft 1. 9 
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schon von gleicher Bedeutung ist Aber dann sind die Factorcn der FacuItSt 
inamer Summen zweier Glieder, deren eins die Basis, das andere ein durch den 
Exponenten bestimmtes Vielfache der Zunahme ist Wolhe man nun Das, 
was das zweite Glied andeutet, nicht neben das erste, sondern, an eine ganz 
andere Stelle, neben den Exponenten setzen, der bloss die Vielfachheit der 
Zunahme bezeichnet, so würde man mindestens gegen alle sonstige Grewohn- 
heit Verstössen, indem man sonst zwei Glieder einer Summe niemals anders 
als neben einander schreibt 

Die Gründe für die Stellung der Zunahme d neben die Basis a, wie 
(fl,+rf)", statt neben liew Exponenten n^ wie in a^^, durften daher eigentlich 
schon äbermegeud sein. 

Aber angenommen, sie wären auch nur gleich stark, was sie jedenfalls 
sind, und es bliebe also nun ein Zweifel und eine Wahl, so entscheidet un- 
streitig das einfache natürliche Urtheil für die Bezeichnung (a, +r/)*. Man 
setze nemlich. Jemand wisse, dass a^ ein Product von n gleichen Factoren (jeder 
= d) bezeichnet, aber er wisse nicht, was durch a"K ausgedrückt werden soll : 
so wird er, wenn man ihm nun a*l^ statt a^ hinschreibt, nothwendig glauben 
müssen, dass hier mit der 2kihl n der Factoren irgend eine /Veränderung vor^e- 
nommen werden solle; denn er weiss, dass, wenn man z.B. n\ n** .... /ij, Jh, •— ^m 
schreibt, oder sonst irgend etwas bei dem n anmerkt, dadurch etwas Anderes be- 
zeichnet werden soll, als n. Sagt man hierauf dem Fragenden : in a^'^ statt oS^ 
solle keinesweges der Exponent n eine Veiünderung erleiden, sondern viel- 
mehr die Basis a, und die n Factoren sollen nicht mehr wie in a^ einander 
gleich, sondern jeder solle um d grosser sein als der vorige, so wird er sehr 
natürlich erwiedern : Ei, warum merkt man denn das nicht bei der Basis a an, 
statt bei dem Exponenten?! — Mag es sich also auch immerhin nicht mathe- 
matisch beweisen lassen, dass man (a, -!-</)* schreiben müsse, und nicht a*!^ 
schreiben dürfe, so ist es doch jedenfalls natürlich, (o, +r/)* und nicht so 
natürlich, a^^ zu schreiben. Dieses also entscheidet , wenn auch die Grunde 
für beide Bezeichungsarten nur für gleich sollten erachtet werden, für die Be- 
zeichnung iü, + d)^, und gegen die Bezeichnung a*K 

Aber auch noch die Bequemlichkeit beim Gebrauch entscheidet für (a,+d)^. 
In der Handschrift ist {a, -I- //)* leichter zu schreiben (wenigstens sobald statt 
a mehr als ein Buchslabe steht), und deutlicher lesbar, als a^\^. Und im Druck 
ist (a,+dy^ bei weitem leichter zu setzen, als tt*K Man befrage nur darüber 
einen erfahrenen Setzer. Die hier folgenden Untersuchungen dei Herrn 
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Verfassers über Facultaten würden ein Namhaftes weniger an Zeit zum Satz und 
Druck erfordern, wenn darin die Bezeichnung (a, +€/)** statt c^\^ angenommen 
wäre. Auch ist im Druck (af+d)^ deuth'cher und bestimmter lesbar^ als ö*.'- 
Denn die Exponenten werden bekanntlich immer mit kleinem Typen gesetzt, 
als die in der Zeile stehenden Buchstaben der Formeln ; und die kleinen Buch« 
Stäben und Striche fallen leicht heraus; was Druckfehler giebt^ ungeachtet der 
genauesten Correctur; so, dass es also in mehr als einer Rücksicht gut ist, 
wenn die Exponenten so einfach sind, als möglich. 

Der Herr Verfasser sagt noch, die Bezeichnung (a, +<ti)" reiche ohne 
Abänderung und Ausdehnung nicht aus iiir weitere Entwicklungen, z. B. schon 
nicht für Fälle wie 

2) ö(a+rf)(a+2rf) .... (a+(/i— l)rf) 

x(a+(/»— l)d+Ar)(a+(/i — l)d+2Ä)....(a+(7i— l)J+m/r) 
in ($. 2.). Der Herausgeber dieses Journals ist in den Untersuchungen über 
Facultaten, welche er bis jetzt bekannt gemacht hat^ noch nicht zu solchen 
zusammengesetzten Fällen übergegangen und hatte daher auch noch keine Be- 
zeichnung dafür vorzuschlagen. NatürUch muss, wenn der Gegenstand sich 
erweitert, auch die Bezeichnung erweitert werden. Allein dieser Erweiterung 
wegen ist das Princip der Bezeichnung (a, +d)^ keinesweges aufzugeben nÖ- 
thig, sondern z. B. die Facultät (2.) kann, wenn man nicht dafür (ja^+dy^ 
X(a+(fi — l)rf, +/r)*** schreiben, sondern das Product der beiden Facultaten 
(a,-l-d)* und {a+{n — 1)</, +/r)** auf einmal bezeichnen will, nach dem 
Princip der angenommenen Bezeichnungsart, völlig consequent und bestimmt, 
etwa durch (a, -|-J»,+/rm)*"*^, oder durch (a,+7i[fi/, +m|i)'*"H* bezeichnet 
werden ; und so ähnlich in den noch weiter zusammengesetzten Fällen. 

Aus allen diesen Gründen kann der Herausgeber dieses Journals, bei 
dem besten Willen, dem Herrn Verfasser nicht darin beistimmen, dass die Be- 
zeichnung a*I^ vor der Bezeichnung {(iy'\rd)^ den Vorzug habe. Er wird sich 
deshalb auch fernerhin seinerseits der Bezeichnung (a, + dy^ für Facultaten 
vorzugsweise bedienen. 



68 2. Siehetk, Ober perioditeie KeUeitbHki&. 

2, 

lieber periodische Kettenbrftche. 

(Von Herrn Dr. H. Siebeck m Breshm.) 



1. Ist der Kettenbruch ai+2. 

gegeben, dessen entwickelter ganzer Zähler durch Si und der Nenner durch 
SS bezeichnet werden soll» so lässt sich bekanntlich Si nicht gut allgemein 
darstellen» Es liesse sich zwar leicht beweisen , dass Si gleich der Summe der 
ganzen Glieder in der Entwickelung von 

ist: allein auch diese Art der Darstellung leistet schwerlich mehr, als die ge- 
wöhnliche Methode. 

Anders verhält es sich mit einem periodischen Kettenbruch, sobald der 
Wcrth der ersten Periode gegeben ist. Ist nämlich der periodische Ketten- 
bruch Hi+JL gegeben und man bezeichnet den Zähler des rnten 

at+ etc. 
Mäherungswerths durch Sj^, den Nenner folglich durch S^, so dass K^ 

SB "cb <lic r ersten Perioden des Kcftenbruchs umfasst, setzt darauf den 
Werth des ganzen Kettenbruchs = xr, so ist or = a + 1_ 

(wo a« am Ende der rten Periode stellen maß). Folglich ist 
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demnach 

^ "^ Oni ^ — Oni • 



Da hier (welche Grosse auch r haben mag) immer dieselbe Gleichung entsteht^ 
SO müssen die Grossen -^ und •n^;r* die wir durch a und c be- 
zeichnen wollen, für jedes beliebige r denselben Werth haben. 



Bezeichnet man den (ni4-/?)ten Näherungswerth durch iS?**^ == •;g5^» 

so ist, wie leicht erweislich, K^^ = er» op ■ x^i Vf ' 

Führt man hier die Constanten c und a ein, •$/""* = CiSJ"; •S5f"' =: ÄJ* 
— iiiSp setzend, so erhält man 

Da nun K^=s ^ , ^^ ^^SS "^' ^^ ^^' wenn Zähler und Nenner durch Sj^Si 
dividirt wird: 

Bezeichnet man nun Ki durch a:\ ferner durch IV^ das rte Glied einer 
recurrenten Reihe, in welcher ^^0=0, iVi=:l, iVJi=£i, N^^si^aN^^+cN^^ ist, 
so ist leicht zu beweisen, dass 

Es erbellet dies durch den Schluss von r auf r+1. Setzt man nämlich in die 
Gleichung (1.) x statt Kl^ und för K^ den Werth aus der Gleichung (2.), so 
muss sich nothwendig die der Formel (2.) analoge Formel für K^^^ finden. 
2. Setzt man demnach K^^=^. so findet zwischen den Grossen 4 
or, Oy c folgende Gleichung Statt: 

3) a^-KcA^o+Ai4)ar^*+ T^(cA^i+^,4)^^'- +(-iy(^A;-i+A;4)=0. 

Man kann nun versuchen, diese Gleichung in ihre Factoren zu zerlegen^ 
d. h. aus dem gegebenen TVerihe von K~ auf die xfVerthe von KJ zu 
schliessen, welche diese Grösse dann hohen kann. 
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Es sei r nicht einePnmzabl, sondern =:mp^ so kann man ^=iK[*ssK!*'^ 
auch als bloss m Perioden umfassend betrachten, deren jede p einfache Perio* 
den enthält, und für welche die Constanten a und c dieselben bleiben. Setzt 
man daher Kf^^X, so verwandelt sich die Gleichung (3.), vom rten, in fol- 
gende vom nten Grade: 

sind also 4'» 4"> 4"'f •••• 4^"'^ ^^^ m Wurzeln dieser Gleichung, so sind sie 
zugleich die mWerthe, welche die ;:? fache Periode K^ i" Bezug auf IST"^ 
haben kann. Sucht man daher die ^Werthe von Ki in Bezug auf £rf=4'; 
dann die ^ Werthe von fiT" in Bezug auf Kr=i^^\ dann die pWerthe von 
IC in Bezug auf Äf"=4"^ etc., so müssen die so gefundenen //jpWerthe zu- 
gleich die Wurzeln der Gleichung (3.) sein. Nun sind aber die mp Werihe 
von Ä? in Bezug auf AT, nemlich i\i'\i"\ .... ^"^^ nothwendig die Wur- 
zeln der Gleichungen 

Demnach mvss das Product dieser m Gleichungen die Gleichung (3.) geben. 
Hierdurch ist folgender Satz bewiesen: 

Ist £ eine beliebige unbestimmte Grösse und r=:^mp (wo r, m, p 
ganze Zahlen sind), und bezeichnet man den Ausdruck 

durch PX^), (während N^^ Ni .... Nr eine recurrente Reihe bilden, deren 
Beziehungsscale IVr=^aIV^i+cNr^^ ist und in welcher Nq=0, iV, = l 
ist): sind ferner I', $'', S"', .... !<•"> die m Wurzeln des Ausdrucks PJJ^) 
(nach a: genommen), so findet folgende Gleichung Statt: 

4) p,(i) = p.in-Ppip'Ppir") ... . p.it"')' 

Eine Anwendung dieses Satzes ist in den folgenden Betrachtungen über 
recurrente Reihen gemacht. 
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3. 

Die recurrenten Reihen, vom Standpimcte der 
Zaiilentheorie aus betrachtet 

(Von Herrn Dr. J7. Siebeck zu Breslau.) 



JLlie Theorie der Kettenbruche bildet bekanntlich ein so wesentliches 
Element der hohem Arithmetik, dass selbst in denjenigen Beweisen, in welchen 
jene nicht unmittelbar angewendet wird, doch die successive Art zu schliessen 
nicht selten darauf hindeutet , dass in der That das Wesen des Kettenbruchs 
zum Grunde liegt Andererseits aber hängt jene Theorie mit der der reccur- 
renten Reihen zu eng zusammen, als dass man nicht der Yerrouthung Raum 
geben dürfte, dass von dieser Seite eine Ausbeute für die Zahlentheorie zu 
hoffen sei Vielleicht veranlassen die hier durch die einfachsten Mittel gewon- 
neneu Resultate, jene Hoffnung nährend, andere Kräfte zur Behandlung dieses 
Gegenstandes. 

Wir bemerken ein für allemal im Voraus, dass wir nur diejeni- 
gen recurrenten Reihen mit zweüheiUger Beziehungsseale betrachten, deren 
Otes Glied =0, das erste =1 ist. Bezeichnet man also das rte Glied einer 
solchen Reihe durch N^, und sind a und c irgend zwei relative Primzahlen^ 
so sei jy^=iaN^i+cIVr^2» u"d zwar Ao=0, ^i=l, iVa=ö, iV3=a*H-r, eta 
Die Zahlen a und c mögen die Beziehungscoeflicienten heisscn, die Zahl 
a^+4c aber mag ein für allemal durch b bezeichnet werden. 

Das allgemeine Glied N^ lässt sich nun von dreifachem Standpunct aus 
betrachten. 

Erstens lässt es sich unmittelbar durch einen ganzen rationalen 
Ausdruck darstellen. Für ein ungerades r ist nämlich 

för ein gerades r aber 

In der That werden diese Gleichungen, welche auch auf Ni und N^ passen, 
durch den Schluss von r auf r+l bestätigt. 
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Zweüens ist leicht zu sehen, dass, wenn man in der Entwickelung des 

Cr 

Kettenbruches a + ^ den rten Näheruugswerth =^ setzt, C=7K^| 

a+ etc, 
und Ar=IVr ist. Hieraus folgt, dass man JVr als Nenner des rten, oder auch 
als Zähler des (r — l)ten Näherungswerths des genannten Kettenbruchs be- 
trachten darf. 

Drittens giebt die Reihen-Entwickelung des Bruchs j^^ ^ , die Reihe 

iVi+iVidr+iVa^r^+etc., deren allgemeines Glied N^of"^ ist. Zerlegt man aber 
diesen Bruch in Partialbriiche, entwickelt dieselben in Reihen und ordnet die 
Summe der letzteren nach Potenzen von rr, so erhält man 

^> ^-— (fl4-I/i)-(a-K6) • 2-*' 
wo b die obige Bedeutung hat. Es versteht sich von selbst, dass dieser Bruch 
stets eine ganze rationale Zahl giebt. Wir werden bald sehen, dass für ein 
ganzes m auch allgemein 

stets eine ganze rationale Zahl geben muss. 

Anm. Ist £ = 0, so giebt die Gleichung (2.) iV,. = -^. In diesem 

Falle kann aber nur, da und c relative Primzahlen sind, a=2, c=— 1 sein, 

d. h. man erhält die natürliche Zahlenreihe, und es ist daher iK = r. Die 

Gleichungen (1.) geben dann 

r— 2 r— 2 

r=2'*"* ^j- 2'"^ + ...«+( — 1)"^ för ein ungerades r; 

r=2'-^-^2-'+.... + (-l)''-=^ für ein gerades r. 

§. 2. 
Ist § eine beliebige unbestimmte Grosse und y = r^n (wo y, r, f/i 

ganze Zahlen sind), und bezeichnet man den Ausdruck o?^ — |"(^-^o + -^il)^«^* 

+ T^(cAi + A;§)a7'-»-..., + (-iy(cN^x + ^^^^^ durch />,(^), so ist, 
wie in dem Aufsatz über periodische Kettenbruche bewiesen 
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wo 1^ 1", 1^' ...• I*'' die r Wurzeln von /*,($) (nach a? genommen) sind. 
Hieraas foTgt nun, dass das letzte Glied von Py(|) gleich dem Producte der 

letzten Glieder von P^(^), !>.(§") i>«(r); d. h. 

cN,.,+N,i-(cN^i+N„t)(cN^i+Nj")....<icN^,+li^t) ., 
oder 

sein muss, wenn man unter C^j^jäÜe Summe der Combinationeii au /u, der 
Wurzeln |', I", |'" ....!<'•> versteht Es ist aber 

folglich allgemein C^ = 1.2,3....« (cNfi^i+Nf^h). 

Hieraus folgt 

Demnach ist 

Dieser Bruch aber muss^ da I eine ganz unbestimmte und unabhängige Grosse 
ist, =-g- sein. Folglich ist (da iVi = 0) 

Da nun in letzterer Gleichung die rechte Seite durch N^ theilbar ist, so ist 
auch iVy durch N^ theilbar. Demnach ist folgender Satz bewiesen: 
Gefit m in q aw/^ so ^ehl arch N„ m N, auf* 

Zusatz. Es folgt hieraus, dass a*-*+-'-^a^^c+^^=^^=^^a^c* etc. 

den Ausdruck Q**"^-f- ^^X"Q*^^^+ ^^1.2 "" g'^g*+ etc. zum Factor ha^ 
wenn m ein Factor von q ist. (Bekanntlich ist l+a;+a^+ +x^\ wenn ;o 
eine Primzahl, nicht in zwei reelle, ganze Factoren zerlegbar; es lässt sich ver» 

omthen, dass a'-^+^-^a^^+^^^^x^^^^"^^ + ^*^- ^^*^^^^ ^'"ß^"* 
scfadt bat) 
CrcDe'i Umul f. d. IL Bd. XXXDL Hell 1. 10 
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Zusatz 2. Da N^ durch N^ theilbar ist, so muss auch (a^i/i\^(a^i/K\ 
Xj;^;;^! durch (fl.^.|/M— (g— t/m " ' 2^1 theilbar sein; d. h. es muss der Brach 

\a^Vbr-ia--Vbr ' 2(^^^^ ^*^*^ ^^"^ S^'^^^ ^^^"^ ^^^^ Seben. (S. oben.) 

Zusatz S. Haben 7 und /? den Factor a gemein, so haben auch N^ 
und iVp den Factor iV« gemein. 

§. a. 

Es lässt sich durch den Kettenschlus,3 beweisen, dass allgemein 
4) Nn,+^ = cN^ Nn^i^Nn^i iV« ist. 
Unter der Bedingung der Richtigkeit dieser Formel müsste nämlich auch 

sein. In der That ist aber Nm+n+i = aJ^m+n + eNfn+n—i. Setzt man hier, 
der zu beweisenden Formel (4.) gemäss: 

,Nm^ == cNm .ZVii-l + iVnH-l ^« 

so erhält man 

iV^i+iH-l = clVm Nn + aA;»i+iA;i + cN^i {aNm + C^m-l) 

was mit der Gleichung a übereinstimmt. Da nup, wie leicht zu sehen, ^e 
Gleichung (4.) für n= 1, /i = 2, richtig ist, so muss sie auch für jedes 
grossere n passen. 

Aus. der Gleichung (4.) leiten wir folgenden Satz ab: 

Sind p unil q relative Primzahlen, so sind auch Np umf JS^ 
relatii^e Primzahlen; und umgehehrt. 
Beweis. Zuvörderst leuchtet von selbst ein, dass IVp und IVp+i relative 
Primzahlen sind (als Zähler und Nenner eines Näherungswerths des Ketten- 
bruchs a + c^ Es sei ^<7 und rwar q^sfip+a (wo a</?), so ist 
a+ 

a+ etc.). 
auch a zu p und y relative PrimzolJ. Nach Gleichung (4.) ist aber 
N^ = cJV^JVa^i + JVfijH-iJVn . Hüllen nun die Zahlen. JVq und IVp und folg- 
lieh Ng und N^p (da nach($. 2.) iV^p ein Violfaches von JVp ist) den Factor A 
mit einander gemein, so müsste aucli^ da ^/«iK-l *** ^f»^ relative Primzahl ist. 
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IVa diesen factor k enthalten. Es sei> nftn p=zva+ßf wo also ß auch re- 
lative Primzahl zu a und p und <, ä ist, so ist 

Wir schliessen hier wieder eben so, dass Nß den Factor k enthalten müsse 
Indem man wieder a=Q^+y, ^=oy+rf, y=76+e, etc setzt, beweiset man 
der Reihe nach eben so, dass fl^i^^i, JVe .... (wo y, 6, e .... alle zu p und q 
relative Primzahlen sind) sämmtlich den Factor k enthalten mfissten. Nun rauss 
man, da p und q relative Primzahlen sind, in der herabsteigenden Reihe 
oi^f ßf yf ^f ^ ••" nothwendig einmal zur Einheit gelangen. Also müsste auch 
Ni = l den Factor Ar enthalten ; was nicht möglich ist, da k eine reelle ganzq 
Zahl ist. Folglich müssen ßfp und iV, relative Primzahlen sein. 

Umgekehrt sind aber auch p und q relative Primzahlen, wenn es Np 
und JV^ sind. Denn das Gegentheil würde dem Zusatz (3. §. 2.) widersprechen. 

Zusatz 1. Sind Nj, und N^ nicht relative Primzahlen, so sind es auch 
die Zahlen p und q nicht. 

Zusatz 2. Ist p eine Primzahl, so ist N^ relative Primzahl zu Ni^ 
Ai, .... N^i. Hieraus folgt, dass kein Factor von Ap früher in der Reihe vor- 
gekommen sein kann. 

Zusatz 3. Ist Np eine Primzahl ^ so muss nothwendig auch p eine 
Primzahl sein, (wenn nicht a = 1, 'da in diesem Falle auch ^^4 eine Prim- 
zahl sein kann). 

Mit Rücksicht auf die Gleichung (1.) lässt sich also unbedingt behaup- 
ten, dass p eine Primzahl ist, sobald "Werthe von n und c gefunden werden 

können, für welche der Ausdruck a^+^o'^^'c-f- ^^''^^ g^"" ^ a^V+etc 

eine Primzahl giebt. 

Umgekehrt scheint dieser Ausdruck, wenn p eine Primzahl ist, sehr 
reich an Primzahlen zu sein. Ist z. H. /?=7, a=l, so giebt für c= — 4, — 3, 
— 2,-1, 0, 1, 2, 3, 4, jener Ausdruck 13, 11, 7, 1, 1, 13, 43, 97, 181; wel- 
ches sämmtlich Primzahlen sind. Wir werden über die Natur der Factoren 
von iVp Näheres bestimmen. 

§. 5. 

LehrsQiz. Ist p eine Primzahl, so ist Np = ^— y mod. p. (wo 

( — j ==!= 1; nach der Legendreschen Rezeichnung). 

10« 
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fteweM. Es ist yVp = (^_,.yj)_(a_yjj . ^» • 

Entwickelt man diesen Ausdruck, so erhält man 

Hier sind alle Glieder rechts, ausser dernJUrfcten, durch p theilbar; also ist 
%^'^N^ s hT iDod. p., folglich, da 2^^» ä 1 med. ;9. und h^ = (y) i«t, 

^'^ s (y ) med. p. 

Zusatz. Dieser Satz ist nicht anwendbar: 

1) Bei der natürlichen Zahlenreihe, weil hier b = ist; 

2) Wenn p ein Factor von b ist 

§.6. 
Lehrsatz. Es ist iV^z-^x = mod. p. 

Beweis. Da die Brüche "^^^ ]^ zwei auf einander folgende Nä- 
herungswerthe des Kettenbruchs a+f^ sind, so ist N^iN^^i — N^ 

o^-l- etc. 
= (— l)''c'^\ Folglich, da nach dem vorigen Satze iVp=± 1 mod. p und 
demnach iVp' = + 1 ist, und da femer (— 1/^^-*=— 1, Np^^N^x — 1^ — 1 
mod. p ist, so ist N^p^iN^i = mod. p. 

Demnach ist entweder Np+i oder Np»i = mod. p. 

Es ist nun iVp+, = (^^,/j)_(^_yj— • ^, d. h. 

2^A;H.i = (A^ + l)a'' + ^^'T|:^^ +(p+l)aÄT. 

Hier sind rechts alle Glieder, ausser dem ersten und letzten, durch p theilbar; 
demnach ist 

2riV^i = (p + l)a(a^^ + b^) mod* p. 
Da nun 2^* = 1 mod. p, pH- 1 = 1 mod. p, a^^ s 1 mod. p und ä « = ^ — ^ 

Ist demnach (-—) = — 1, so ist iV^i s mod. p; ist aber (— ) = + 1, so 

kann A^^j nicht = mod. p, und es muss fdglich (in Folge des ersten Theils 
dieses Beweises) Ai^i=0 mod. p sein. Demnach ist der Satz bewiesen. 
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^nmerk. Aus dem Obigen folgt, dass, wenn JV^^+l ist, it^p4.i 
nicht = P mod. ;o, und wenn iVp = — 1 ist, iVp.i nicht = mod. p sein kann. 

>/f Ans voorstehenden S£tsen lassen sich nun folgende Sdiltbse aeheih;^ 

1) In der recurrenten Reibe NuN^^N^p...* muss jede Primzahl, die 
nicht in b aufgeht, unendlich vielmal als Factor yorkommen. Die natürliche 
Zahlenreihe giebt von allen recurrenten Reihen die Primzahlen mit möglichst 
geringer Beschleunigung. 

2) Setzt man, p und q seien Primzahlen und q sei ein Factor von N^ 
so kann q in keiner der Zahlen Ni^ N^, .... N^i als Factor vorkommen (S.§.3., 
Zaft.2.), und ist selbst >;9. Da nun q nothwendig in N f±\ aufgehen muss, 

sd^Kaben Np und N /±\ den Factor q gemein, und es muss folglich, da Np 

das kleinste N ist, in welchem q als Factor voricommt, q — VT/ ^° Vielfa- 
^tas von p sein ; oder genauer : da m gerade sein muss, damit q dne Primzahl 

sein könne» muss q = 2mp + \^) *®^d* 

Ist nun b selbst eine Quadratzahl (wie z, B. wenn N;==l+a>{rar^....+Jf^ 

ist, so ist VT/» *^®** =+lj slso q in diesem Falle stets von der Form 2mp+l; 
welches mit einem bekannten Satze übereinstimmt. 

Ist b eine Primzahl, so kann es nur von der Form 4n + l sein; also 

ist, nach dem Satze der Reciprocität v" ) = \T/* '" diesem Falle ist dem- 
nach "jeder Factor q von IVp von der Form 2mp+l oder 2m/? — 1, jenachdem 
q ein ' quadratischer Rest von b ist, oder nicht. 

Ist a eine gerade Zahl, etwa =2n, so ist Ä = 4(n* + c). Da nun 

4 stets ein quadratischer Rest ist, so ist q alsdann stets =5 2m/7 + f^^/* 
Breslau im September 1845. 
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lieber independente Darstellimg der hohem 
Differenüalquotieiiten und den Gebrauch des 

Summenzeichens. 

(Von Herrn Cand. math. Ä. Hoppe zu Berlin.) ■ - * ■■ 



Ua eine Nachricht von dein Inhalte meiner Schrift „Theorie der 
independenten Darstellung der hohem Differential -Coeflicienteu für ^^.gfgjBP" 
wärtige Journal nach der Meinung des Herrn Herausgebers desselben nicht 
unpassend seih dürfte, so benutze ich dies> um in Folgendem Einiges über die 
Teudi^nz und den Inhalt der Schrift zu sagen und beginne mit der bisherioop 
Auseinandersetzungsweise dieses Gegenstandes. Wß 

Der erste Weg, zu independenten Ausdrücken der hohem DifFerentiälqub- 
tienten. verschiedener Functionen zu gelangen, war ohne Zweifel die Induction, 
welche bei einigen Functionen, z. B. sin a:, arc sin o?, ohne Weiteres zu Re- 
sultaten führte, bei andern, wie tg x, sec o?, durch KunstgrifTe, namentlich, 
wie bei arctg ar, durch eine dem jedesmaligen Falle ällgemessene Wahl der Ent- 
wicikltiflgsform, unterstützt wurde. Von den auf dS^ Art gewonnenen Resul- 
taten aus : ist man noch einen Sdiritt weiter gegangen, indem man verschiedene 
Richtungen einschlug. 

Das am nächsten liegende Verfahren, welches sich jederzeit anwenden 
lässt, und daher jeder beliebigen Allgemeinheit fähig ist, ist immer, die Glie- 
der der allnriäligen Entwicklung in ihrer natürlichen Folge sich ungestört aus- 
breiten zu lassen , ohne sich auf Versuche zur Vereinfachung der Ausdrucke 
einzulassen, und alsdann das Bildungsgesetz derselben näher anzugeben. Von 
diesen Ausdrücken« die man combinatorische Entfaltungen nennen konnte, lässt 
sich indessen nicht erwarten, dass sie der geringsten Anwendung fähig sind. 
Um dies Verfahren mit dem vorgenannten in Verhältniss zu stellen, so geht 
jene Induction darauf aus, die Ausbreitung der Entwicklungsglieder durch Ver- 
einfachung so zu hemmen, dass sie a priori gewisse Grenzen nicht überschrei- 
ten kann; wovon die Folge ist, dass die Ausdrücke immer eine, wenn gleich 
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öfters schwerfallige Anwendung gestatten. Konnte nun Entweder die Induction 
diiBS Ziel nicht erreidien» oder doch keine bequemen Ausdrücke, liefemr, $i> 
musste eine gewisse Anwendbarkeit auf andere Weise enrtrebt werden j' ü&d 
dies war das Augenmerk der noch übrigen Untersuchungen auf diesem iFelde. 
Yjnter den dazu angewandten Mitteln sind besonders zwei: zii nennen. Das 
erste besteht darin , verschiedene combinatorische Entfakungen auf einander 
zurückführen. Dies hat P/q/^ gethan, indem er die hoherä DiffereatulqucK 
tienten durch Localformeln ausdrückte, und es dadurdi möglich glsmacht^ nach 
eiDmali|em Uebergang von den einfachem Functionen zu den nächst zusam- 
mengesetzteren, die ursprünglich ungefügen Ausdrücke in der Rechnung zu be- 
handeln. Aber hiermit - war . auch jeder weitere Fortschritt so gut wie abge- 
schnitten, indem die neuen Ausdrficke nicht mehr die Form der alten hatten, 
vielmehr ihre Entwicklungs-Coeffidcnten selbst veränderlich geworden waren. 
Das zweite Mittel besteht in der Anwendung -der Differenzenrechnung, die je- 
doch eben so wenig gegründete Aussicht giebt, eine vorgeschriebene Bahn.direct 
verfolgen zu können, weil sie ganz an die Analogieen gebunden . ist, welche ^ie 
irgerufen haben, und nichts vermag, wo diese sie im Stiche lassen. Sie 
Id gerade Dasselbe leisten, wie die Localformeln. Beispiele wirklich gesche- 
hener Anwendung lassen sich indessen nur für specielle Fälle aufweisen. 

Diese Thatsachen waren not big, um die Forderung klar zu machen, 
welcher eine Theorie der independenten Darstellung der höhern Differentialquo- 
tienten zu genügen hat, und um zu zeigen, dass die bisherige Behandlungs- 
weise keine Aussicht giebt , ihr genügen zu können. Diese Forderung be- 
steht darin: 

1) Dass an die Stelle der Induction ein regelrechtes Verfahren trete, 
um vom Einfachen zum Zusammengesetzten fortschreiten zu können; 

2) Dass durch diesen Fortschritt die Form der Ausdrücke nicht geändert 
werde, damit die Anwendbarkeit der Methode von vorn herein verbürgt« sei ; 

3) Dass die Fähigkeit der Ausdrücke, sich unter allen Umständen in der 
Rechnung behandeln zu lassen, nachgewiesen werde. 

Da, wie ich bemerkt habe, die in Rede stehende Untersuchung häußg 
als zur combinatorischen Analysis gehörig angesehen ; wird, so ist ea nödug, 
den Unterschied hervorzuheben, der sich zwischen dieser und der Reihon- 
theorie findet, und zu erklären, dass sie um .der zweiten Bedingung willen 
mit der ersten nichts gemein haben kann. Das Princip der combinatori- 
schen Analysis ist natürliche Entfaltung, ohne Zwadg der Form: das der Lehre 
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von den Reihen und bestimmten Integralen hingegen Transformation. Wenn 
in der erstem auch Umformung Statt findet, so folgt sie erst auf die Entfidtung; 
und die blosse Entfaltung ist schon ein hinreichender Gegenstand ihrer Untere 
suchung. Indem aber die Ausdrücke der hohem Differentialquotienten so* 
gleich eme bestimmte Form annehmen müssen, wie es in dei^ genannten Bedin* 
gung ausgesprochen ist, so kann von keiner naturiichen Entfaltung die Rede 
sein, und es wird sich durch die. Art ihrer Erfüllung zeigen, dass die Unter» 
suchung in das Gebiet der Reihentheorie fallt. 

Ich will nun die Mittel angeben, die ich in der genannten Sdirifft an- 
gewendet habe, um allen drei Forderungen zu genügen. 

Zuerst habe ich unter' andem, weniger gebniuchlen, folgende Re- 
ductionsfiormel (Seite 38. Gleichung 5.) entwidielt: ^'' 



L*"^- 



welche nach Auflosung der Summenzeichen wie folgt lautet: 

^ ^ rar M^ €!^ i. ^ ^ 1 ^"'^l 

**■ I.2.3.4./ W I— , -rfx- "*■ «» '"^ "■«••(&- "^ «• • "S^' 

u. s. w. 

Die Anwendung dieser Formel vill ich an einem Beispiele erläutern. Es sei 
/(i) := e" und z^a^; alsdann ist 

z» = a:** und x"* = ar**. 
Fubrt man diese Werthe in die Gldchung (5.) ein, und aetxt 1.2.,.. fix" 
and tT* als gemeintchaftlidie Factoren heraus» so kommt 

^ = 1.2.... „V ^rE»^/-»****'»^)-. 

oder» nach Auflösung der SoomMizeichen : 
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IXO {-4(Ä)»+6(2Ä),-4(3d).+(4ÄX| N 



In diesem Beispiele ist man von den einfachen Functionen e^, a^, 
deren höhere Differentialquotienten als bekannt vorausgesetzt wurden , zu der 
zusammengesetzteren Function e<*** aufgestiegen. Um zu zeigen, wie sich das fer- 
nere Aufsteigen bewerkstelligen lässt, setzen wir in die Gleichung (5.)/(«)=cosz 
und z = e^\ alsdann wird 

/*(z) — cos (z + \kTt) 

und nach der eben gefundenen Gleichung, wenn man daselbst p statt k, q statt 
h, und ha statt a schreibt: 

Nach Substitution dieser Werthe giebt die Gleichung (5.): 



dn cos e^ _ l,2..,.it *=•• 



e 



haf» h^h 



(A) =^=-i^ = ^^" ^^ On cos (e-^+IÄ«) £j(-l)*+*/r* X 

Das Gelingen dieser letzten Operation war davon abhängig, dass die 
Function die willkürliche Constante a enthielt, um ha substituiren zu können, 
welche in a auch nur ganze Zahlen zu begreifen gebraucht hätte. Um daher 
das Verfahren fortsetzen zu können, würde man statt y(z) = cos z sogleich 
y^(z)=cos'^z haben setzen müssen ; und da sich die höhern Differentialquotienten 
dieser Function für ganze positive m leicht ausdrücken lassen, so würde diese 
Aenderung kein Hinderniss gewesen sein. Diese Verallgemeinerung durch einen 
beigefügten Exponenten lässt sich in den meisten Fällen umgehen; wor- 
über das fünfte Capitel nachzusehen ist. Die Bedingung einer ungestörten 
Crelle*i Jovnial f. d. M. Bd. XXXm. Heft 1. 11 
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Anwendung der Rediictionsformel ist daher nur die, dass die nacheinander hinzu- 
tretenden Functionen, wie hier a:\ c^, cos x, zu denen gehören, von welchen 
man bereits die höhern Differentialquotienten ihrer ganzen positiven Potenzen 
kennt. Dies ist bekanntlich der Fall bei den Functionen a+a?, oa?, af*, £* 
cos 07, sin a:, und ich habe in den Capiteln XI. bis XVI. gezeigt, das auch Lv 
und arctgo; dazugehören. Die aus diesen Functionen zusammengesetzten be- 
greifen alle algebraischen und sogenannten transcendenten Functionen erster Classe 
in sich, deren höhere Differentialquotienten sich demnach jederzeit mittels der 
Gleichung (5.) bestimmen lassen, wenn nur ihre Zusammensetzung von der Art 
ist, dass man immer eine neue Function co/i der vorher betrachteten Function 
genommen hat. Da indessen auch eine Zusammensetzung durch Addition oder 
Multiplication mehrerer Functionen Statt finden kann, so ist dieser Fall noch 
besonders zu berücksichtigen ; wegen dessen ich, weil er sich durch lauter be- 
kannte Thatsachen erledigt, nur auf das vierte Capitel verweise. 

Hiermit ist die Möglichkeit nachgewiesen, eine ununterbrochene Re- 
duction auf die höhern Differentialquotienten so anzuwenden, wie man sie bisher 
bei der einfachen Differentiation angewandt hat; und zwar geschieht dieselbe 
nicht vom nten Differentialquotienten auf den n — Iten, sondern vom nten 
der einen Function auf den nten der andern; so dass die indepehdente Aus- 
drucksform ausschliesslich und von Anfang an gebraucht wird. 

Was ferner die zweite Forderung betrifft, dass sich die Ausdrucksform 
bei der Reduction nicht ändern soll: so ist zu dieser gemeinschaftlichen Form 
die vielfache Summe genommen worden, welche eine constante Anzahl von 
Summenzeichen, oder von unabhängigen Indices, nach welchen summirt wird, 
enthält. Unter einer vielfachen Summe wird die Summe einer Reihe (und 
zwar ist hier nur von endlichen Reihen die Rede) verstanden, deren allgemei- 
nes Glied wieder eine Summe zum Factor hat, die gleichfalls eine vielfache 
sein kann. Dass diese Form eine Beschränkung enthält, sieht man, wenn 
man z. B. die Coeflicienten der Entwicklung des Ausdrucks 

nach Potenzen von x durch einfache Summen allgemein ausdrückt ; denn die 
Anzahl der unabhängigen Indices im Ausdruck des mten Coefficienten wird 
nicht constant, sondern entweder von m oder von n abhängig sein müssen. 
Dass hingegen alle Ausdriicke, welche die hiesige Reductionsformel liefert, inner- 
halb dieser Form fallen, ist insofern unzweifelhaft, als bei jeder Reduction 
höchstens zwei neue Indices hinzukommen; so dass die Anzahl dergesammten 
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letztern alleio von der Beschaffenheit der Function . abhängt, für jede Function 
aber, namentlich gegen den Ordnungs-Exponenten, jederzeit constant ist. 

Die dritte Bedingung endlich enthält die Forderung, dass sich die ge- 
wonnenen Ausdrucke ohne Hinderniss in der Rechnung behandeln lassen« 
Eine endliche Reihe ist jederzeit völlig bestimmt durch eine Function, wdche 
ihr allgemeines Glied, und durch zwei Zahlen, welche den kleinsten und gross- 
ten Werth des Index ausdrücken« Es muss sich daher die Rechnung mit 
Summen endlicher Reihen auf eine solche mit den genannten drei Elementen 
zurückführen lassen* Die sich hierauf beziehenden Regeln habe ich in der 
Einleitung meiner Schrift zusammengestellt und will fürs Erste die dazu ge* 
troflenen Bestimmungen angeben* 

Der Ausdruck *=* 



bedeutet nach ihnen die Summe aller Wcrthe, welche i/^ annimmt, wenn k 

alle ganzen Zahlen, die a und ~b sind, durchläuft. Er ist daher =0, sowohl 

wenn a>h^ als auch wenn zwischen a und h keine ganze Zahl enthalten 
ist a und h sind beliebige ganze oder gebrochene Zahlen. 

Ein solcher Ausdruck entspricht einem bestimmten Integrale, wie eine Summe 
im Sinne der Differenzenrechnung einem unbestimmten Integrale entspricht. Bei 
dieser Vergleichung stellen sich folgende Unterschiede heraus. Die Zunahme 
der Veränderlichen k ist immer =1, und also positiv, während sie beim Integral 
auch negativ sein kann. Deshalb ist es nothig, die Grenzen zu vertauschen, 
sobald eine negative Veränderliche substituirt wird; z. B. es ist, wenn man 
Ä 2= /i — A setzt, 

/kss6 A=fi — a 

2 Uk =^ 2 Un^h^ 

k=:a k=i^h 

Ferner vermehrt oder vermindert sich die Gliederzahl, wenn man ein Viel- 
faches des Index, z. B. \k oder 2/c substituirt; und indem man die überschüssi- 
gen Glieder abzieht, oder die fehlenden ergänzt, zerfällt jedesmal die Summe 
durch eine solche Substitution in mehrere. S. §. 4. Beide Aenderungcn finden 
beim Integrale nicht Statt. Während beim Integrale eine Vertauschung der 
Grenzen eine Aenderung des Vorzeichens bewirkt, steht hier der dadurch 
veränderte Werth ' der Summe mit dem ursprünglichen in keiner Beziehung. 
Obgleich hier die Analogie mit dem Integrale, und zwar mit Vortheil für die 
Zerlegung der Summen, nach §. 5. hätte festgehalten werden können, so habe 

11 ♦ 
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ich doch zu Gunsten der Yertauschung der Summenzeidien, welche die wich- 
tigste Operation ausmacht , und die dadurch übermässig compHcirt geworden 
sein würde, die Anordnung so gemacht, dass von jenen beiden Werthen der 
eine immer = wird, während er sonst die GKeder des andern subtractiv ent- 
halten haben würde. Endlich ist noch zu bemerken, dass beim Integrale aus 
dem beistehenden Diflerentiale klar ist, zu welcher Veränderlichen das Inte« 
gralzeichen nebst seinen Grenzen gebort, während hier, wo AAr nicht dabei«- 
steht, der Buchstab des Index bei der Angabe der Grenzen zur Vermeidung 
von Zweideutigkeiten nicht fehlen darf. * 

Die Operationen oder Transformationen, welche mit Summen vorge- 
nommen werden können, sind nun zwar denen mit Integralen analog. Da 
sie jedoch keine gleich ausgedehnte Anwendung gestatten, concentrireri sie sich 
auf die folgenden wenigen ; so dass jene Analogie mehr zurücktritt. Die erste 
ist die schon genannte Substitution (§. 2. 3. 4.); ihre Anwendung wird später 
vorkommen. Die erwähnte Art in §. 4. dient, vne man leicht sieht, die gerad- 
und die ungeradstelligen Glieder zu sondern; was bei der Reduction imaginärer 
Ausdrücke auf die Form a + by—1 sehr zu Statten kommt (Seite'125. ist in 
dieser Art Gebrauch davon gemacht), ingleichen die Ausdrucksform lür In- 
terpolation der Reihen oflen erhält. Die zweite Operation ist die Vertäu- 
scfaung der Summenzeichen. In Bezug auf diese ist in §. 10. 11. 14. 15. 
nachgevfiesen, dass sowohl die Summenzeichen einer vielfachen Summe, als 
auch mit ihnen die vor, zwischen und hinter ihnen stehenden Grossen, und 
beliebige Factoren derselben, sich wie Factoren eines Products untereinander 
vertauschen lassen; mit der Einschränkung, dass vor ein Summenzeichen nie 
eine Function von dessen Index zu stehen kommt und dass in gewissen Fällen 
die Grenzen nach bestimmten Regeln, welche in ^. 10. 11. 12. abgehandelt 
sind, sich ändern. So z. B. ist 

2 u^ 2 vi = 2 2 u vi. 

Die Vertauschung der Summenzeichen liefert Mittel, eine Menge Transforma- 
tionen von Summen-Ausdrucken mit grosser Leichtigkeit auszuführen, und zwar 
ohne irgend durch die Menge der sich involvirenden Summen gestört zu wer- 
den. Deren' sind besonders folgende zu nennen. 

Will man einen Summen-Ausdruck nach Potenzen einer darin enthalte-^ 
nen Grösse x ordnen, so entwickele man die etwa noch darin befindlichen 
Functionen von x nach Potenzen von x\ dann wird mau zwischen wrschie- 
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denen Summenzeich^ Potenzen von ar, z. B. o?"*, cc, x erhalten , deren Ei- 
ponenten von beliebigen Indices abhängig sind. Ist nun z. B. k der Index der 
ersten, d. h. von den übrigen involvirten Summe, so substituk-e man k — in — n 
für k: dann bleibt bloss a^ übrig. Bringt man darauf das Summenzeichen der 
k nebst oc^ an das Ende links, so drückt ohne Weiteres der übrige Theil 
des Ausdrucks den allgemeinen Coeflicienten einer Potenz von x aus. Da man 
aber gleich anfangs einen beliebigen Index zum ersten machen kann , so lätft 
sich die Operation auf mehr als eine Weise vollziehen, und das Resultat fällt 
auch im Allgemeinen formell wesentlich verschieden aus. Die Modificationen, 
welche das Verfahren nach den Umständen erleiden muss, sind zu klar, als dass 
Regeln etwas nützen konnten. 

Will man mehrere Summenausdrücke algebraisch muUipliciren, so 
braucht man sie nur neben einander zu schreiben und das Ganze als eine 
Summe zu betrachten (S. §. 17.)f' die nun jeder möglichen Transformation, 
mithin auch der eben genannten unterworfen werden kann. Da es bei der 
Multiplication der Reihen meistentheils auf Bestimmung der CoefBcienten der 
Entwicklung des Products nach Potenzen einer Grosse abgesehen ist, so findet 
hier gerade jene Transformation ihre beste Anwendung (S. §. IS.)* EIb ^®^' 
spiel der Anwendung ist zu Anfang des 22ten Capitels gegeben. 

Ferner dient die Yertauschung der Summenzeichen, die Möglichkeit 
einer theilweisen Summation, so wie irgend einer Vereinfachung oder Ver- 
kürzung eines Summenausdrucks, leicht zu erkennen. Hat man z. B. den Aus- 
druck (^), so stelle man sich die von den einzelnen Indices abhängigen 
Factoren des allgemeinen Gliedes gesondert vor. Es hangt 

von k der Factor r-^ i cos (6*«** + |A7r)(— 1)*^* ab; 






- q ' - {-lyp.iqb). 

Die von k und p abhängigen Factoren, jeden als aligemeines Glied einer ein- 
fachen Summe angesehen, sind nur zwischen unendlichen Grenzen A</f < OD 
und ^ <^ *< OD summabeL Der von h abhängige Factor ist für p^k nicht 
summabel, dagiegen verschwindet die Summe für ^<:Ar; demnach kann man k zur 
tintem Grenze der p machen. Der vop q abhängige Factor istfar&=2umi&s=— 1 
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(abgesehen von 6=0 und b=l) suromabel; denn nach Gleichung (50.) und (51.) 
Seite 120. ist 

qssp 

jS (-l)P^pg{2q)n=pn-p^P-'' und 

Ti-l)P^M-q)n = (-l)H(n-l)p-.i. 

lüSQire nun die Summe nach q nicht schon die erste Summe, so würde man 
sie dazu machen, worauf man ihren Werth für sie einsetzen könnte« So er- 
hält man z. B. für 6 = 2, indem man zugleich der bessern Uebersicht wegen 
die von ^ unabhängige Summe nach h an das Ende rechts bringt: 

Während hier der Gebrauch des Summenzeichens die Ausführung der 
Summation erleichterte , die Summationsformel selbst hingegen vorausgesetzt' 
ward, so diente er andererseits auch zur Auffindung und zum Beweise solchOT 
Formeln. Ausser der grossen Menge derselben , welche die Entwicklung der 
hohem Differentialquotienten liefert, wenn sie auf verschiedenen Wegen ge- 
schieht, und wozu z. B. die Formeln (50.) und (51.) gehören, möge noch die, 
Seite 114. zur Bestimmung der Summe s und Seite 159. zu der von Ak an- 
gewandte Methode als Beispiel angeführt werden. 

Wie sehr sich das Summenzeichen zur recurrirenden Bestimmung ge- 
suchter Coefficienten eignet, und wie es daher bei der Methode der unbe- 
stimmten Coefficienten zu Statten kommt, leuchtet ein. x\ls Beispiele mögen die 

recurrirenden Bestimmungen von C{a^ Seite 93. und von j4^ Seite 169., so. 

* . . . ' 

wie die independente voü M^ im elften Capitel dienen. 

Diese Puncte habe ich hier in der Kürze zusammengestellt, um zu 
zeigen, dass der Ausdruck durch gehäufte Summenzeichen keine so starre, un- 
gefüge Form ist, wie es den Anschein haben kann, wenn man sich die viel- 
fachen Summen nur entfaltet vorstellt. Es bleibt nun, um auf die anfängliche 
Frage surückzukommen, noch übrig, nachzuweisen, dass diese Form für die 
gewöhnlichen algebraischen Operationen, Addition, Subtraction, Multiplication, 
Division und Potenziirung, kein Hinderniss ist und dass sich vielmehr dieselben 
sämmtlich innerhalb dieser Form vollziehen lassen. Es muss hier natürlich 
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von Operationen abgesehen werden, die auf polynomische unendh'che Reihen 
fähren, mit denen sich ohnedies die Analysis nicht beschäftigt. Von der 
Multiph'cation ist schon gesprochen; bei ihr zeigt sich das Summenzeichen 
nur forderlich; und da sie mit beliebig vielen Factoren zugleich geschehen 
kann, so schliesst sie auch die Potenziirung in sich, die nur für ganze positive 
Exponenten hierher gehört. Die Division wird durch diefiilethode der unbestimm- 
ten Coeflicienten auf die Multiplication zurückgeführt. Die Subtraction ist in der 
Addition mit begriffen ; und folglich haben wir nur von der letztern zu sprechen. 
Die Addition mit den Summenzeichen kann in drei Formen vollzo- 
gen werden. 

1) Wenn die Grenzen mehrerer Summen übereinstimmen, so kommt 
deren Addition auf die ihrer allgemeinen Glieder zurück. ($. 6.) 

2) Wenn sowohl die allgemeinen Glieder^ als auch jedesmal die untere 
Grenze der einen Summe mit der obern der folgenden übereinstimmen, so 
gehen alle Summen addirt in eine einzige über, welche dasselbe allgemeine 
Glied und die kleinste der untern und die grösste der obern Grenzen hat. (Eine 
kleine Modliication tritt ein, wenn die Grenzen ganze Zahlen sind (S. §. 5.) 

3) Wenn eine allgemeine Zahl von Summanden gegeben ist, so können 
dieselben nur als eine Reihe gegeben sein, weil zu ihrer Bestimmung ein. ausge- 
drücktes Gesetz erforderlich ist; folglich lässt sich ihre Summe stets durch ein 
oder mehrere Summenzeichen angeben. 

Die zwei letzten Formen der Addition sind, als dem Summenzeichen 
ausschliesslich zukommend, eine reine Zugabe zu der eigentlichen algebraischen 
Addition ; welche demnach immer in der ersten Form vollzogen werden muss. 
Es kommt nun nicht sowohl darauf an, die Möglichkeit irgend einer Addition 
in dieser Form nachzuweisen, sondern vielmehr, zu zeigen, dass man die Ad- 
dition gerade derjenigen GKeder, welche man aus irgend einem Grunde zu 
combiniren für gut findet, in derselben ausführen kann. Soll sich die Addition 
nur auf einzelne Glieder erstrecken, so kann man diese leicht ausscheiden; 
man hat es daher nur mit dem Falle zu thun, wo eine allgemeine Anzahl 
von Gliedern zweier Summen, die daher nach einem bestimmten Gesetze aus- 
gewählt sein müssen, combinirt werden sollen. Um diese Aufgabe in mög- 
lich - grosstef Allgemeinheit zu lösen, seien die Summen 

S = 2 FCfc) und s=::S /(Ä) 
so zu addiren, dass die Glieder, welche durcb die Gleichungen 
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k = q)(p) und Ä = a|;(p) 
bestimmt sind, zusammengenommen werden, wo <p(p) und i^^ip) ganze Zah- 
len sind, die mit p wachsen. Nun ist allgemein 

^ /(k) = 1 s^ y(Ä), 

WO 00» ^u ^> •••• ^9 beliebige, nach ihrer Grosse geordnete ganze Zahlen 
sind; welche Formel man durch Zerlegung des Intervalls der Summe in mbe- 
liebige Theile erhält. Trennt man das letzte Glied der Summe nach k zur 
Rechten ab, so erhält man 



Addirt man auf beiden Seiten fift^t so werden die untern Grenzen der ersten 
beiden Summen k=^ a^ und )9 = 0. Setzt man jetzt nach einander erst 
öp=9()E?) und F statt ^ dann öp=a|;(p) und h statt k, so erhält man Wen- 
the yon S und 5, deren Addition 

S + ^ = r* F(cp(;,)) +/(i|.(p))| 

P8=S0 

p=rm *=:^(p)— 1 pssm A«iKf)-1 ^, • . 

+ 2; -y F{k) -¥2 2 /(h) 

p=i teKp-iH-i p=l Ä=v<P-iH-i 

giebt: ein Ausdruck, dessen erster Theil allein die zu addirenden Glieder auf 
die verlangte Art combinirt, der übrige Theil die überflüssigen Glieder enthalt 
Gesetzt nun, <p{p) oder 'i\)(p) nehme mit dem Wachsen von p ab, so kann 
man virn^-p) und a|;(m — p) dafür setzen; welche dieselben Werthe, nur 
in umgekehrter Ordnung haben, und alsdann mit p wachsen. Sollten dieselben 
Functionen in Zu- und Abnehmen wechseln, so würde man die zu addiren- 
den Summen verlegen müssen. Was endlich die Grenzen betrifft, welche hier 
dem kleinsten und dem grössten Werthe des Index der zu addirenden Glieder 
gleichgesetzt worden sind, so hat man jedesmal vor der Operation dieselbe 
Anordnung durch Zerlegung der Summen zu machen. 

Sind die zu addirenden Summen vielfache, also die Glieder, auf deren 
Addition die Rechnung zurückgeführt wurde, wiederum Summen, so kommen 
die Regeln noch einmal in Anwendung; was sich dann so oft wiederholt, bis 
bloss noch die gewählten, von allen Summenzeichen freien Glieder als Adden- 
den einander gegenüberstehen. 

Hiermit wird die Erfüllung der dritten Forderung nachgewiesen 
sein. Ich habe dieselbe, obgleich ihr Gegenstand nur Mittel zum Zweck 
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war, und überdies wahrscheinlich grosstentheils bekannte Thatsachen enthielt, 
besonders ausführlich behandelt, weil mir die independente Darstellung der 
hohem Differcntialquotienten erst nach ihrer vollständigen Genügeleistung 
Werth zu erhalten und gerade der Gedanke einer solchen alJgemeinen Durch- 
führung noch nidit Eingang gefunden zu haben schien. Dass dies letztere 
geschehe, war also vor allen Dingen nöthig. Der vielleicht anderwärts gültige 
Einwand, dass gewisse Bezeichnungen eine langwierige Versation erfordern, um 
sich damit vertraut zu machen, und ausserhalb einer beschränkten Anwendung 
wieder aufgegeben werden müssen, kann offenbar gegen das Summenzeichen 
nicht gemacht werden. Denn ausserdem, dass sein Gebrauch nicht erst ein- 
zuführen, sondern nur weiter auszudehnen ist, sind die Regeln desselben 
so leicht zu finden, dass in Ermangelung ihrer geordneten Zusammenstellung 
einige Ueberlegung beim jedesmaligen Vorkommen hinreichen würde; und 
Veranlassung, das Summenzeichen aufzugeben, lässt sich nur denken, wo ein 
Ausdruck aufliört, die Summe einer allgemeinen Anzahl von Gliedern zu sein. 

Berlin, den 31. Mai 1845. 
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5. 

Nota sopra Feqnazione di nna cnrva del sesto 

ordine, che slncontra in un problema 

riguardante Fellissi 

(Del Signor Barn. Toriolini in Roma.) 

(Estratta ilalla raccolta scientifica iiiim. 6. an. If.) 



wuando si cerchi la natura della linea, alla quäle sieno tangenti )e 
rette perpendicolari airestreroitä di tutti i dianietri di un ellissi data si giunge 
a riconoscere che la linea in questione c algcbrica, ed appartiene al sesto or- 
dine. Questa curva che nella sua figura ovale poco differisce dalF ellissi e 
stata in particolar modo considerata da Legemire*), il quäle avca osservato 
che dopo la lemniscata era la sola curva algebrica della quäle il quadrante 
potesse rappresentare una funzione elliltica completa di prima specie, mentrc 
che a diflerenza della lemniscata, un arco indefinito rapprescnta una funzione 
ellittica in completa di prima specie, ed aumentata di una quantitä algebrica. 
In questi ultimi tempi il sig. A/f. Serret in una dotta Memoria **) risolvendo 
una questione di analisi indeterminata ha dimostrato che si possono trovare 
una infinitä di cunx algebriche dellc quali gli archi indefiniti rappresentano 
funzione ellittiche incomplete di prima specie. 

Lo scopo di questa brcve nota c di far conoscere Tequazione della 
menzionata cuna del sesto ordine fra le sue coordinate rettangolari, equazione 
che non era stata formata che in una supposizione particolare sopra la scelta 
di una data ellissi. Per Tintelligenza di quanto verro &d esporre sarä neces- 
sario senza rimetterc ad altre Opere, che presenti la risoluzione di tutta la 
questione, c che si ridurrä a quanto di giä accennai da principio. 



*) Tratte des fonGlions «lliptiqaes tora. I. pag. 36. 
**) LioQfille Journal 184!». 
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Determinare lequazione della curva alla quale sono tangenti le perpen- 
dicolari all* estreniita di tutti i diamctri di un' ellissi data. 

Sieno a, b i semiassi principali di un^ ellissi» sc^ y Ic coordinate di un 
suo ponto qualunque con loriginc al ceiitro, avremo 

Se all' estremitä di un raggio r condotto dalF origine ad un punto (/v, y) si con- 
duca per lo stesso punto una refta perpcndicolare si avra facilmente per la sua 
equazione 

Xa:+¥y = x^ + y\ 

ove X, Y, sono le coordinate di un punto qualunque della detta perpendicolare. 
Onde queste equazioni possano scrvire alla risoluzione del problema proposto 
coDverrä differenziarle rapporto ad x, cd y, c quindi trovare una nuova 
equazione la quale provenga dalF climinazionc dei differenziali r/x, Jy. Dif- 
ferenziando si otterra 



xdx 
c 

d onde risulta 



^? + ^=0, (X-2a:)ria: + Cr-^)dy = 



ci'yX - b^aY = 2(a^ - U'^xy. 

Leliminazione delle coordinate x, y fra Icquazioni deir ellissi, della 
perpcndicolare, e delF ultima trovala ci condurra ad una relazione unica fra 
le coordinate X^ Yj c che appartcrra alla nuova curva domandata. 

Riprendianio per ora Ic due equazioni lincari rapporto ad Xy cd Y, cioc 

xX+yY=x^ + y^ 
d^yX — l?xY — 2{a^ - b'')xy 
ed eliminando successivaniente A, Y\ avremo 






-^ «« 7.1 



Y — ^iiji 



Tali sono i vnlori dcHe coordinate di un punto qualunque della nuova cun'a 
corrispondente ad un punto dell* ellissi. I medesimi valori prendono una 
forma piii semplicc introduccndovi un* angolo cp, con il quale sia verificata 
lequazione dell' ellissi, infatti prcndcndo ncll ellissi 

o; = a cos 9), / = & sen ^ 

12» 
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otterremo immediatamente 



Y = !£iiP(Ä2 _ (a«_ Ä^ cos». 

Queste equazioni che facilmente riduconsi ad altre riportate da Le^ 
gendre*), rappresentano la natura della nuova curva, ia quale passa egualmente 
per i quattro vertici dell* ellissi, ed ove 2a, U saranno certamente due assi 
principali della medesima. 

L'equazione fra le coordinate ortogonali si trova dalF elirninazione delF 
angolo g): essa non conterra che potenze pari di X et 1" e sara come d*al- 
tronde e chiaro del tutto simmetrica rapporto alle quantita a, h, X, Y. Come 
ia osservare Legemire reliminazione dell* angolo g) si rende facilissima nella 
supposizione di a^ = 26', e Tequazione della curva fra le coordinate ortogo- 
nali prendre unaspetto semplice: contuttocio la complicazione delF equa- 
zione, che le viene attribuita nel caso generale non mi sembra sussistere 
quando si presenti sotto una forma che io verrö ad indicare, e che mi e 
stata suggerita dall' artificio che con viene usare nell' eliminazione delT an- 
golo q). 

Pongasi per brevitä u = sen cp e cangiamo Xj Y in x, y, avremo dai 
valori trovati per x, y dopo Felevazione al quadrato : 

a^x' = a^ - a^i^V" - a^)u^ - {a' - b')u' - (a» - Ä^)"w« 
b'^y' = (2Ä' - a'yu^ + 2(fl' - Ä')(2A» - a')u' - (a» - Ä«)»i/« 
le quali sommate daranno 

a\x^ + b^y^ = a'- (a" - Ä') [2(2Ä* - a')w' + 3(a^ - b^yu']. 

Se ora si risolva quesla equazione di secondo grado rapporto ad i/', e si 
cerchi il valore della quantita che trovasi sottö' in vincolo radicale, si avra 

4(a'+b'-a'b')-S(a\^^+b'f) = [SCa'-b^)sen^q^+2lJ'-a'f.... (1) 

I medesimi valori di a^a:\ b^y^ si moltiplichino respettivamente per 9(2Ä'— a"), 
9(2a' — Ä*) e si sommino, troveremo facilmente 

= {3(a» - P) sen^y + 2b^ - af + 4(a' + P)(2ä' ^ Ä»)(2Ä» - a") 
d'onde si ricava 



*) Trtit^ des fonctioni elliptiqnet tom. I. pag. 37. 
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Ora fra requazioni (1), e (2) ^ contenuta reliminazione del langolo 9: in- 
fatti elevando la (1) al tubo, e la (2) al quadrato, risulterä immediatamente 
Fequarione 

= [9a»(2Ä^-a^a;»+9Ä*(2fl^-Ä^y»-4(a»+Ä«)(2a^-i^(2*»-a*)]* 

G>nie ognun vede Tequazione e di sesto grado ed e simraetrica rapporto alle 
quantitä a, b^ x^y che racchiude, e non contiene che potenze pari di x^ eAy\ 
la Gorva adunque e di sesto ordine, ed il suo quadrante rappresenta una 
funzione ellittica completa di prima specie. Supponendo poi c? = 2i!^ od 
anche 6' =: 2a^ si giungera ad un equazione riportata da Legendre*). Il 
cangiamento che subsisce Fequazione in una delle due supposizioni si scorge 
anche meglio col porre il termine indipendente da x, y nel primo membro 
sotto una forma, la quäle dipende dai due binomi 2a* — b\ 2Ä* — a*: in- 
fatti avendosi 

4(^4 ^ f^A _ ^2^2) ^ 6^1^» _ 2(2Ä* _ a") (2a* - Ä*), 

avremo anche 

[6a*Ä* - 2(2Ä — a»)(2a* — Ä*) — 3(a*a;* + ÄV)]' 
===[9a*(2Ä*-a*)a7*+9i*(2a*-Ä*;3^-4(a*+Ä*)(2Ä*-a*)(2a»-Ä*)^^^ 

Chi Yolesse presentare Tequazione ordinata sccondo le potenze di .r, y^ potr^ 
essere della forma 

Aa\T^ + ^iV + Cd^b^x'f + Db'a'x^y' + Ea'x' 
+ Fb'y' + GaH'x^y^ + Ha'x^ + Ib^y^ = K 



e si avra 



^ = 5=1, C=D = 3, 

E = 8b' — a' — SaH^ 

F=Sa'-b' — Sa'b\ 

G = S8a'b^—2i)Ca' + h'), 

H + 8Ä*[a^(a* + P) - ib'Cia'-b^ 

I = 8a*[ÄYa* + P) - 2a\2b^ - a% 

K=16a'b'{a' — by. 



*) Tratte des fooctioDS ellipliqoes tom. 2. pag. 591. 

12** 



Dl qui(9 vede che i pririi^ qtiattrö i-termmi deir ^a^done scmo e^ictente^ 
mente il cubo del binonsfa u^a^ -^ U^y^. Se dalla nuova curva del sesto 
or^'ne, sßl, ne Tog^a c|eriv^f*e . u/i* aitra. come essa e prpyequta cjal}': elljs&ii^; 
co&\ succe^siydfnea^ si pttf^^l^be una serie ,di cund. <^c il ^^^1^ ^^ii^^f^ 
Roberts"^) chiama negatwe c per le quali ha dimostrato che la rettiiHf^^)i90< 
delle medesime dipendje da funzioni eillttiche di prim^« e di seconda spede. 
In ud\ altra . occasione esfendero queste ricerche per le superficie del secondo 
ordine dorne ho fallo per rellissi, e portero differenti equfizioni di nuove su- 
perfide curve, e che potranho forse essere vantaggibsamente a^oprate hetlä 
nsoluzione di un qualche'proklema di ordine elevatd. 

Ronia 8. Eebr. 1846, 



*>) ^ouTille jonrojil IVai 18^. 
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6. 

lieber die Bedingung der Intcgrabilität 

(Ton Herrn Dr. F. Joachimsihalj Privatdocenten a. d. Universität m Berlin.) 

CAbgedrockt aus dem Osterprogramm 18-14 der Königl. Realschule zu Berlin.) 

(Im dritten Hefte 31. Bandes dieses Journals befindet sich eine Abhandlung des Herrn Prof. Raabe 
Tom September 1844 über denselben Gegenstand. Ich glaube das Priori IStsre cht in Bezog auf das End- 
Nialtat jener. Arbeit beanspruchen zu können, da ich dasselbe, nebst vervrandten UntersoehaBgen, im 
Osterprogramm 1844 der K5nigl. Realschule hieselbst mitgctheilt habe. Wie es mit Scbolschriflen u 
g^hen pflegt, so ist wohl auch diese wenig in die Hände der iUalhematiker von Fach gekommen, nnd 
■Qch ohne Zweifel nicht in die DSnde des Herrn Prof. Üaahe; einigen wohlwollenden Beurtheilem mei« 
ner mathematischen Arbeilen konnte ich sie kurz nach ihrem Erscheinen übergeben, nnd war deshalb 
um ibrs anderweitige Veröffenllichuog weniger bemuht. Sie erscheint hier in einem wörtlichen, von 
Dmckfehlem holTenllich freieren Abdrucke. Zwei Paragraphen, die den Gang der Untersuchung erlia- 
tem dürften, habe ich hinzugefügt. F. Joachimsthal. 

Berlin im April I81C. 



§.1. 

Wenn die partielle Differentiation durch die Characteristik 9, die 
vollständige durch J, die Diffcrentialquotienten ^, ^, •... ^ durch j', 

y ...,y^"^ bezeichnet werden, so hcisst der von Kiiler und Condorcet auf- 
gestellte Lehrsatz wie folgt: 

« Ist y eine Function von oc^y\y'\ ....j^^"^ und yV/^ das genaue Diffe- 
rential eines Ausdrucks von der (// — 1) ten Ordnung, ohne eine Relation zwi- 
schen X und y zu Hülfe zu nehmen, so inuss identisch die Relation 

erfüllt werden; und umgekehrt. 

LagrangCf der eine Vorlesung in den „Legons sur le caicui des fonctions^ 
dieser und verwandten Untersuchungen gewidmet hat, schliesst hieraus (was 
mit der Operation des Differcntiircns im Einklänge ist), dass in / der höchste 
Di(ferential(]Uotient nur linear vorkommen dürfe. Im entgegengesetzten Fall 

enthielte das letzte Glied der Formel (1.) f " ^ ,und nur dieses die Grossey^^ 

Crdle*! Joamal f. d. M. Bd. XXXIII. Heft 2. 13 
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und der Ausdruck links in (1.), den wir der Kurze wegen beständig mit A bezeich- 
nen wollen, konnte nicht identisch verschwinden. Die Function ymuss demnach 
von der Form p+qy^^ sein, wo p und q Ausdrillte (/»— l)ter Ordntmg sind. 
Nach dieser Erörterung betrachtet Lagrange die spedellen Fälle /»= 1 
und ii=2. Für den ersten vnrd (1.) ^ 

Öy 8a: ~"' 

welches die bekannte Bedingung ist, damit P+q*^ dn genaues Diflerential 

sei. Für den zweiten Fall verwandelt sich A in einen Ausdruck, P + Qy^\ 
wo P und Q von der ersten Ordnung sind, und der demnach identisch nur 
verschwinden kann, wenn P = und Q'=0 ist. Lagrange schliesst endlich 
mit den Worten (Legons s. 1. calc d. fonct, pag. 421.): 

9,Ensuite on peut aussi prouver, que de m^me que pour les fonctions 
du second ordre IVquation de condition se decompose en deux« pour les 
fonctions du troisieme ordre eile se decomposera en trois, pour les fonctions 
du quatrieme ordre eile se decomposera en quatre, et ainsi de suite.^ 

Da diese Zerlegung meines Wissens nirgends ausgeführt worden ist, 
so will ich sie hier mittheilen und zuerst die dabei vorkommende Schwierig- 
keit erwähnen. 



In dem letzten Gliede \y^ was für /=p + qy^^ in ^ über- 

geht, kommen Ausdrücke (n — l)ter Ordnung vor; sowohl alleinstehend, als 
auch als Coeflicienten von y^"\ y^*\ jr(»+2) u. s. w. und deren höheren Poten- 
zen und Producten. Aehnlich ist es bei den übrigen Gliedern von ji, so diss 
dieser Ausdruck die Form 

annimmt, wo a^b, c .... von der (r^— l)ten Ordnung sind, und der identisch 
nur verschwinden kann, wenn 

a = 0, Ä = 0, c = 0, .... rf = 0, e = 0, .... 
ist. Die Anzahl dieser Bedingungsgleichungen ist aber bei weitem grosser als /i, 
und es ist demnach zu zeigen, wie dieselben auf die von Lagrange angegebene 
Anzahl sich redodren. 

§. 2. 

Lehrsatz 1. Wenn /" von der Form /?-»-yyW ist, so enthält A den 
DifTerentialquotienten y^"^^ nicht, oder ist nur von der (2n— 2)ten Ordnung. 
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Wollte man, um ^ zu finden, die einzelnen Glieder dieses Ausdrndcs 
berechnen und sie dann, mit gehörigem Zeichen, addiren, so würde man zu 
fast unübersehbaren Rechnungen kommen. Leichter ersieht man die Zusam- 
mensetzung von A, wenn man folgende Reihe von Grossen bildet: 

(2) < ^ - ^ — A 

)8y(-«) dx"-** 

8/ ^g"-') 



Öy A ~ '» 



A = 



4 = 



Offenbar finden hier folgende Gleichungen Statt: 

8y(«-» rfa: "' Ä* 

rfC_9/_A d-(-^\ d'(M.\ 

jy °Vdy("-»)/ ° V8y("--I)y V8j(")/ 



Da femer y":=^ 4- ^ry^"^ ist, so hat man 1=^ q und 

* "" By<^^^ ~ dx~ 8y("-i> "*■ dy<"-i> >^ ~ 8x ~ 9y -^ 9y ^ ~ • ' • • 

— öy<»-*' "" Öx ~ 9y -^ »y -J^ '••• öy<»-«^ 

Hieraus ergiebt sich, dass y^"^ in I, nicht vorkommt Man gelangt aber von 
/i zu 4 oder ^, wenn man n — 1 vollständige Diflerentiationen nach einander 
macht: mithin ist der höchste in A vorkommende DifTerentialquotient y*"**; 
wie es behauptet wurde. 

Aus dem Werthe von /i sieht man, dass die übrigen Grössen / folgende 

Form annehmen müssen: 

13* 
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^_^(«-9)^^(»-a)y»)^^^-3)y(»+l).j.^(»-3) . . 

wo die mit a und Ä bezeichneten Grössen von der (n — l)ten Ordnung, die Aus- 
drücke /^"^\ .•.. t*\t\t aber die Complexen derjenigen Glieder sind, welche 
jr<»)^ y(«+i) u^ s^ ^^ nicht linear enthalten. Da nun 

_ 8(p+gy^">) _ Ä^-a 
^» ~ dy dx ' 

ist, so ist ersichtlich, dass folgende Relationen Statt finden: 

Sind demnach die Grössen dj. d, .... d^a identisch =0, so ist dasselbe auch 
mit den Grüssen b', b\, h\ .... b',^ der Fall; und unter derselben Voraus- 
setzung ergiebt sich, indem man auf dieselbe Weise rückwärts schliesst: 

Ä"»-4= 0, Ä'U == .... b% = 0, b\ = 0, b" = 9i , 
b'"^= .... b"\ = 0, Ä'", = 0, b'" = 0,' 



i,(-<) = 0, Ä/-*' = 0, Ä<-*> = 0, . 
V"^) = 0, Ä<'*^ = 0, 
Ä*^ = 0. 
Was aber die Ausdrücke /'*~'^ t^""^, .... t\t betrifTt, so sind die Coefficien- 
ten der in ihnen enthaltenen Glieder die partiellen Differentialquotienten der 
Grossen b nach den Grüssen y genommen. So ist z. B. 



''^^-/••I^oy^» 



dx 
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Die Complexen / verschwinden also ebenfalls mit den Ausdrucken b und wir 
haben daher folgenden 

Lehrsatz 2. Der Ausdruck 

8y rfr "^ dx^ •'••^ ^^ 4r» 

geht für /=^+^y*> in die Form 

a + Äy»> + Ä,y<"+^> + . . . . br^^y^'^ + 1, 

über, wo p, q, a, b, bi.... b^^ von der (n — l)ten Ordnung sind, / 
aber alle in Bezug auf y"\ ^"^'^ . . . . y*"~^^ nicht linearen Glieder 
enthält; / hat die Eigenschaft, wenn Äj, Ä2, .... Ä„_a identisch ver- 
schwinden, ebenfalls Null zu sein. 
Mit Beibehaltung der oben gebrauchten Bezeichnung hat man hieraus den 
Lehrsatz 3. Ist y"= p + yy^"^ eine solche Function von x, y 
jf* .... y"^ dass (p + qy^''^)dx von selbst integrabel wird, so muss sie 
den Bedingungen 

a = 0, Ä = 0, Äi = 0, .... Ä„_2 = 

genügen; und umgekehrt. 
Die beiden Lehrsätze enthalten die von Lagrange gemeinte Zerlegung 
der jEo&rschen Formel. Was diese selbst betrifft, so kann sie ähnlicherweise 
als eine symbolische Formel angesehen werden, wie in der Mechanik das Prin- 
dp der virtuellen Geschwindigkeit, das die einzelnen Gleichgewichtsbedingungen 
l^ebt wenn man die Coefllcienten der unabhängigen Variationen := setzt. 

§. 3. 

Ein System von Gleichungen kann auf. verschiedene Weise transformirt 
werden, ohne dass es seine eigentliche Bedeutung verliert; und so wollen wir 
an die Stelle der eben angegebenen Bcdingungsgleichungen andere von mehr 
Eleganz setzen. Zu diesem Zwecke bilden wir die nachher noch oft ge- 
brauchten Ausdrücke: 
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(3) 



y»-i — öy' öaj hy y ~ •••• ~ 9y(»-«)3^ ' 

^„ = ^ — ^22zi _ ?fc=i -/ _ _ V-i ^-1) 

^" Öy 9a? 9y y^ •••• ~ 9^51=27 ST » 

Lehrsatz 4. Finden die n Gleichungen 

»g »g» n 



Jg §2l._o 

iy(»-3) 9y(«»-l) — "» 

(4) J Qg 8g« _ n 



®g _ »g^^i _ n 
9y 9y<»-»> — "' 

Statt, so verschwindet A, und (p + gy^''^)dx ist demnach an und 
für sich integrabel. 
In der That fand sich oben: 

^1 — 9f<»~'> 8« Öy 3r •••• 8y(»^)3r — yi • 
Hieraus folgt: 

= 92 + y"^(9^-9^)- 
Findet die. enle der Gleichungen (4) Statt, so reducirt sich 4 auf q^ und man 
findet jetzt ganz ähnlich: 

h — ys t- 3r V,8y(n-a; 9y(»t-i)/ » 
oder, in Erwägung der zweiten Gleichung, aus (4) 4= g^. Fährt man auf 
diese Weise fort so gelangt man schliesslich zu 

oder, mit BeriicLsichtigung der beiden letzten Gleichungen in (4), zu ^ = 0; 
was zu erweisen war. Es ist nicht schwierig, den Zusammenhang der Glei- 
chungen (4) mit denen des Lehrsatzes (3) zu finden. 
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Als Beispiel fügen wir die au dem Falle n^3 gehörigen Formeln 
bei Hier ist f^=p + q^\ p und q sind von der zweiten Ordnung: 

Die Integrabilitätsbedingungen sind: 

8/ 8»" — " 

^ _ §1« — ft 
" 8y 8y" — " 

93 = 0. 
Für A eriiält man den Ausdruck 

( ^(H-^J^\ ^(h._^\ 8^^-^^ 
^ — 9» + y (Sy 8," 8* 8y y 8y' ^ 






!V8y,__8yV 



bt n=!4, oder grosser, so wird A, selbst nach Einführung der Grossen q, 
aluserofdentUch complicirt, während die aus (4) sich ergebenden Bedingimgl- 
gleicbangen ihre Einfachheit und Symmetrie behalten. 

§. 4. 
Nach Erledigung dieser Untersuchung, die sich an die erwäluite Stelle 
der ^JiCfons" anschliesst, entsteht die schwierigere Frage, ob die gefundenen 
n Bediogungsgleichungen von einander unabhängig, oder einige Folgen der 
•ödem sind. Für Gleichungen, aus welchen die Werthe unbekannter Grössen 
zu bestimmen sind, lässt sich im Allgemeinen diess immer entscheiden*). Sind 
s.B..Zj=:0, 2^=0, ZjssO drei nicht unabhängige Gleichungen zwischen den 
unbdtannten Grossen Zi, z,, 23, so muss eine Relation von der Form 

Statt finden. Durch Differentiation ergiebt sich: 



*) DieM bedarf einer BericbUgoog, die ieb jedoch niclit biDiafBge, weil aie auf dM Nacbfol- 
geade oboe ^nfloas ist. 
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. : . 8Zi _ 8gp ÖZ, ■ ögp BZs '• » '• '. 

Ö«i ÖZji Öxi "*■ 9Z, ft»/ . . fi .;. 

ÖZi _ Öj^ 9Z, Bqp^ eZa ' 
82, ~ 8Z. »jKa 9Zs 9«8 ' 
8Zi _ d(p ÖZ, ö<p eZa 

uAd eliminirt man hieraus q^, dZ ' ^^ ^ält man, als Kennzeichen jener 
Abhängigkeit: 

dz^/BZj, 8Zs _dz^ eZgX dZi/dz^ sZs ^ ez, szsx 

Derartige Critcrien gicbt es aber für Bedingungsgleichnngeti^ denen, wie 
nian sich ausdruckt^ identisch genügt werden muss, nicht, und es wird daher in 
jedem Falle einer solchen Untersuchung des besondern Studiums der Bedin- 
gungsgleichungen bedürfen. In der That wird man weiter unten sehen, dass 
von den nBedingungen des Lehrsatzes (3) oder (4) \(ji'¥'V) oder ^/» + 1, je 
nachdem n ungerade oder gerade ist, die übrigen nach sich ziehen. So sind 
für 1^ = 2 und 7i = 3, 2 Bedingungsgleichungen, für n^ss^l und zi S9.5 drei 
Gleichungen genügend. Diese f;)eiche Anzahl von Bedingungen iiir zw^ei auf- 
einander folgende Werth^ \on n tritt auch schon: früher ein ; es iat naiinlk^ 
nur eine Bedingung erfonäerlich, wenn f an und für sich integrabel sein soll, 
f mag die Form g)(y, x) oder "^{y, x) + y'xiy^oc) haben; das erste Mal näm- 
lich tnua^.-^ = 0, und im zweiten Falle ^ — ^ s=: sein. • 

An diese Rechnungen knüpft sich auch die Integration des Ausdrucks 
(•p + gy^^dcb^ wenn die Bedingungen (4) wirklich erfüllt sind, und hiermit 
erledigt^ sich auch eine zweite Untersuchung. WähreAd es keine Schwierigkeit 
hat, nachzuweisen, dass vreim/dx an und für sich integrabel sein soll, ^=0 
sein muss, lässt sich doch nicht einfach zeigen, dass fnit ^=0, J^o? integrabel 
sei. Der Beweis dieser Umkehrütig fällt durch das Folgende von selbst weg, 
da ein Ausdruck aufgestellt wird» dessen Differential zu /dx wird, wenn ^=0 
erfüllt ist. 

§.5. 

Den Fall A = ausgenommen hat man die Gleichung: 
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dyi dx ~^ dy ' 



8(pL) d(pl) 

oder zufolge (3): 

Für den Ausnahmefall X/ = Ist 



6y — ö« "^ ö» * ^ ö»' 



Man setze 

\^) ßg{n-ß-l) ßyln-a-l) V*» PJ' 

woraus von selbst folgt: 

(a. a) = 0. 
"folgt, so erhält man aus der Formel (6), wenn /?=« — 1 ausgeschlossen bleibt: 

s« "*■ öy y ■•" ö»' y ■*"••••■»■ 5 y<—»)y — sy^'-M 

_ dq„ _ ^Ig^ö^^i) — y/H-1) gtf^ 

oder 

( C^gg-t-l C^g,J \ _ / ^« ^gjH-1 \ 

öy(«-/»-l) öy(»-«-V VöJ'^"''"'^ ~ öy<"-«-*)/* 

Für den Fall /?=«—! ergiebt sich: 
CraUe't Journal f. d. M. Bd. XXXOI. Heft 2. 14 
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d(a,n— \) . ^^ a(g,«~l) , ,jt 8Ca,n—l) /-_i% d(a,H—l) 

— di — *-y — di "^"^ — dp — + --»-!^*^"-^<;:=»- 

oder 

d(a,n-l) . a(«,n- l) « a(«,w-l ) ,^i, a(g,n-l) 

ei ^" dy ~'*''' dy' +---+y jJy»»-«) 



'dy g/n^-2}) ■*" 5y(i.-«-2) • 

Demnach haben wir für die benachbarten Funcrionen (a,ß), ((t+l,ß), (a,ß+l) 
die Gleichungen 

(9) %2 + y'-S^+V'^ + ....+y-|^=-(a+I,« 

;/?<n-l 






= - (a+ 1, n- 1) + gy^n-«-l) > a<«-J- 
erhalten. Da (a+1, a+l) = ist, so folgt noch aus (9): 

(") öi~""^3r ^ + / ö^?— + .... -*-y öy^»-»> 

= — (a,a + 2). 
Mit Hülfe dieser einfachen Formeln findet man, dass sämmtliche Ausdrücke 
(a, ß) oder das System der Grössen 

(0.1) 

(0,2) (1,2) 

(0,3) (1,3) (2,3) 



(0,1»— 1) (1,»~1) (2,»-l)....(n-3,n-l) (»-2,»-!) 
verschwindet, sobald 

(0. 1). (0, 2), (0, 3) .... (0, »-1). q^ 
verschwinden, oder mit andern Worten: wenn die Integrabilitätsbedingungen 
des Lehrsatzes (4), welche sich 

(12) (0,1)=0, (0,2)=0, (0,3)=0, .... (0, »-1)=0, y.=0 
schreiben lassen, erfüllt sind. 

Es folgt nämlich 
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vermiHelst (11) aus (0,1)=0 die Gleichung (0.2)=0, 

(9) . . . (0,2)=0, (0,3)+a2)=0, 

(9) ... (0,3)=0. (0.4)+(l,3)=0, 

(9) . . . (0,n-2)=0, (0,n-l)+(l,„_2)=0, 



(10) . . . (0,n-2)=0, -^,+(l,n-.l)=0. 

Da dber die ersten Theile der gefolgerten Gleichung schon der Voraussetzung 
nach ^0 sind, so erhält man 

(1,2) = 0, (1,3) = 0, a4) = (l,n-l) = 0. 

Ganz eben so lässt sich hieraus schliessen: 

(2,3) = 0. (2,4) = (2,»-2) = 0, (2k«-l) = 0, 

(3, 4) = ...., (3, n--2) = 0, (3, n— 1) = und sofort bis 
(«— 3,»— 2) = 0, (n— 3, n— 1) = 
(n-2,/»-l) = 0. 
Das eben gefundene Resultat lässt sich aber auch noch auf eine andere Art 
aussprechen, weiche wir jetzt näher erörtern wollen. 

§. 6. 

Stellt man sich unter y, y', y", .... y("~^) ganz unabhängige Grössen 
vor, so ist der Differentialausdruck 

yay-^i) + ^,ey("-2) + 7jayt"-35 + .... + ^n-idy 

das genaue Differential einer Function dieser Grössen, wenn sämmtliche Grössen 
(a, ß) Terschwinden. Man kann alsdann n Functionen i^ J", , ^j .... i^,_, 
dergestalt bestimmen, dass, wenn 

Fr=F+Fi + F^ + ....F^, ist, 
dFF= 9Öy(»-i) + qidyi^"^) + y2Öy("-3) + .... + y».i3y 
wird. Die Functionen F finden sich aus den Gleichungen 

dF _ 

dF, dF 

ö,(»-«) — 9i- öy<— »' 
6fi a(F+F.) 

0,(1-3) — 9» — 9y(»-3) ' 



dFn-i _ 8(F+r,+....F„-«) 

14« 
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und die bei jeder Quadratur hinzuzufügende Constante ist hier 

Für F eine willkührliche Function von y, y, .... j/'^\ y*^; 

' F, ' . - . y.y.-. -y^^^; 

- F^2 - - - - y; 

- Fjt^i eine Constante. 

Es ist nicht schwierige die Verträglichkeit aller dieser Bestimmun- 
gen nachzuweisen; das Einzelne dieses Nachweises wird um so weniger nö- 
thig sein, da es sich in mehreren Schriften findet und in aller Kürze in 
einer Abhandlung des Herrn Professor Jacobi über Differentialgleichungen 
(In diesem Journal, Bd. 23. S. 94.) auseinandergesetzt ist. 

Das Resultat des vorigen Paragraphs lässt sich also auch wie folgt 
ausdrücken : 

Sind die Bedingungen (12) erfüllt , so giebt es eine Function FF der 
/i Grössen y, y', y" .... y""^\ deren Yollstandiges, nach diesen Grössen genom- 
menes Differential 

ist. Von X ist hierbei nie die Rede gewesen, und es wird während der Auf- 
findung von FF als Constante betrachtet. 

Ist nun FF gefunden^ so erhält man, wenn die Bedeutung der Grössen 
y> y\ y^ •••• y**"*^ 2i's Differentialquotienten wieder aufgenommen und ihre 
Unabhängigkeit aufgegeben wird, für das vollständige Differential von FF: 

oder, weil 

ew_ §]?_ OTT 

57 — 9^if d^ — 9^2 • ♦ • • 3y(«-j) — 9 ist, 

t = ö^ + 9n'i y' + 9«-ay" + .... + 9i ^""'^ + yy""' 



also 






Nennen wir X diesen Werth von -^ — (p+9y^''^9 so lässt sich zeigen, dass 

X die Grössen y, y, y'', .... y^""*^ nicht enthält, und also nur eine Function 
von a: allein ist. 
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In der That erhält man 

^-dsdy^ ö» y + öy sr +••••+ öy y ' - r,' 

und da 
ist, so wd 

= - y. + y"(n-2. n-l) ^y^'C/i-S, n-l)+ .... + y<->(l,n-l); 
oder da <j[„ und sämmdiche Grossen (oy y?) = sind, so ist 

8» "' 
d. h. X enthält y nicht. Aehnlich erhält man 

dX_ 

oder da 






8Tr 

und 

ist, so hat man 

^) =/(«-!» n-a-1) +y'(«-2, n-a-l) + .... +y<-«(l. n-a-l); 

also aus den oben erwähnten Gründen: 

8yW-"' 

d. h. X enthält auch keinen der Differentialquotienten von y. Hat man dem- 
nach ff^ gefunden und X bestimmt, wozu es keiner Integration mehr bedarf, 
so erhält man 

P^ 9j — dx ^' 
woraus durch eine neue Quadratur 

fip + qf'')dx = W-fXdx\ 
folgt. Eine der Quadraturgränzen ist x selbst. Man sieht also in der That, 
dass wenn die Integrabilitätsbedingungen (12) erfüllt sind, p-^qy^""^ das genaue 
Diflerential eines andern Ausdrucks ist, nämlich der Grösse VF — J^Xdx\ 
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und dies giebt zugleich die Rechtfertigung der in Paragraph (4) erwähnten 
Umkehrung. 

§. 7. 

Wir kommen jetzt zu der Reduction der Zahl der Bedingungsgleichun- 
gen, und wollen dabei der Kürze wegen denjenigen Theil des vollständigen Dif- 
ferentials einer Function 9 der Grössen a:, y, y*, y", .... y^''"^^ welcher selbst 
die (n^^ l)te Ordnung nicht übersteigt, durch die Characteristik d bezeichnen, 
so dass 

u. s. w. 
ist und dass 6^(p entsprechenderweise denjenigen Theil von ^-^ bezeichoeti wel- 
cher y^*"^ und die höhern Differentialquotienten nicht enthält. Man kann als- 
dann die Gleichungen (9. 10. und 12. §. 5.) wie folgt schreiben : 
, — rf(a,/3) = (a+1,/3) + (a,ß+l) 

(13) - rf (a, n - 1) = (a + 1, n - 1) + -^^^^ 

( — 6(a, a+1) = + (a, a+2). 
Man betrachte jetzt der Einfachheit wegen das System von Ausdrucken 

(0, 1). 

(0.2) (1.2), 
(0.3) (1,3), 
(0,4). 
yon denen die vier der ersten Verticalreihe =0 gesetzt die vier ersten der 
Bedingungsgleichungen geben, aus welchen nachher das Verschwinden det* 
beiden andern von selbst sich ergiebt. Vermöge (13) hat man 
(0.2)=-(f(0,l) (0,1) 

(l,2)+(0,3)=-<y(0.2) -rf(0,l) (1,2) 

(l,3)+(0.4)=-rf(0.3) °*'*''' +cJ'(0.1)-(l,2) (-rf(l,2) 
(l,3)=-(y(1.2) -d^(0,l) +2(^(1,2). 

statt der vorhergehenden 6 Ausdrücke (14). Hieraus ergiebt sich, dass die 
Gleichung (0, 1) = die zweite (0,2) = n^ch sich zieht. Die Gleichung 
(0,3)=0, welche durch das Vorhergehende in <J*(0, 1) — (1, 2) = verwan- 
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delt ist, giebt, wenn (0, 1) = ist, auch (1,2) = 0, und da (0,4) aus (0, 1) 
und (1,2) zusammengesetzt ist, auch (0,4) = 0. Man sieht also, dass die bei- 
den Gleichungen 

(0,1) = 0, (0,3) = 
die beiden andern (0, 2) = 0, (0, 4)=0 schon in sich begreifen. Andrerseits 
sieht man aber auch^ dass an die Stelle von (0, 1) = 0, (0, 3) = 0, die beiden 
Gleichungen (0, 1) = und (1, 2) = gesetzt werden können und dass diese 
Dasselbe leisten. Eben so sind die 12 Ausdrucke 

(0.1) 

(0.2) (1,2) 
. (0,3) (1,3) (2,3) 
(0,4) (1,4) (2,4) 
(0,5) (1,5) 
(0, 6) 
identisch mit den folgenden: 
(0.1) 
-rf(0,l) (1.2) 

+rf»(0 1)~(1,2) -6 (1,2) (2.3) 

-<r(0,l)+2<f(l,2) +(^»(1.2) -(2.3) -rf(2,3) 

+rf«(0,l)-3(r«(l,2)+(2.3) -d''(I.2)+2(2,3) 
-<r»(0, l)+4d'(I,2) -3rf (2,3), 
und eben so wie vorhin werden die Gleichungen 

(0,1)=0. (0,2)=0, (0,3)=0, (0,4)=0), (0.5)=0. (0,6)=0, 
vollständig ersetzt durch die 3 Gleichungen 

(0,1)=0, (0,3)=0, (0,5)=0, 
oder durch die Gleichungen 

(0.1)=0, (l.2)=0, (2.3)=0. 

Es iässt sich allgemein beweisen, dass wenn ;»= oder < |(n — 1) ist, 
<Ue (m+l)m Grössen 

(m — 1, m) {m— 1, m+l) 
(jn-% m-l) {m-% m) (m-% m+1) m-% m+2) 

(1,2) .... (l,m-l)(l,m) (I, m+1) (l,m-»-2) .... a2m-l) 
(0, 1) (0, 2) .... (0, m-l) (0,m) (0, m+1) (0, m+2) .... (0,2m-l)....(0,2m), 
sowohl durch die m Grossen 

(0.1). (0,3)....(0.2m-l) 
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als auch durch die mGrössen 

(0,1), (l,2).,..(m-l,m) 
ausgedrückt werden können, dergestalt, dass die 2m Bedingungsgleichungen 

(0, 1) = 0, (0, 2) = 0, .... (0, 2m) = 
durch m von ihnen, nämlich durch ^ 

(0,1)=0, (0,3)=0, (0,5)=0,....(0,2m-l)=0, 
oder durch die erste von ihnen und m— 1 neue, nämlich durch 
(0,1)=0, a2)=0, (2,3)=0,....(m-l,m)=0 
durchaus ersetzt werden« 

Es lässt sich für (0, t) die Form 
14) (0,/)===(-l)*-Mrf*-^(0,I)-£l(r^(l,2)+J?irf«(2,3)-J?Jrf*-X3,4) 
annehmen, woraus 

(0,/- !)=-(- iy-M*"(0/l)-5^rf'^(l,2)+JJ^^rfa«(2,3)--B3^^^ 
folgt. Die Grössen B sind von / abhängige, noch zu bestimmende Coeflidenten. 
Die Coeßicienten in (1, /— 1) werden aber ganz dieselben wie in (0, /— 2), also 
erhält man 

(l,/-l)==(-l)^^{(r»(l,2)-J?^^rf"(2,3)+B^M^-^(3,4)-JB^ 
Erinnert man sich jetzt, dass nach der Formel (13) 

-rf(0,/-l) = (0. /) + (!,/-!), 
ist, so erhält man 

rf*-i(0,l)--B{-*rf*^(l,2)+J?'-'rf'-»(2,3)-BJ-'<J^'(3,4)+.... 

+ <J^>(1,2) - Bf^<J<'-»> (2. 3) + J?r rf^' (3, 4) - . . . . ; 
woraus sich durch Vergleichung der Coefficienten ergiebt: 

B\ = B'{^ + B^\ 

Bi = B^^ + B^. und allgemein J3{ = ^» + Bfcl. 

Ausserdem ist noch zu bemerken, dass jB^^O, S*^*=:0, u. s. w. ist; 
wie daraus zu ersehen, dass der in (14) zu jedem 6 beigefugte Index nie ne- 
gativ werden darf. Um nun die Grössen B zu finden, wäre die Gleichung 

g,(^. /) = g,(Ä, l-\) + 9.(A-1, /-2) 
aufzulösen, und die darin vorkommenden Constanten sind dann so zu bestimmen, 
dass sie der Gleichung cp(Ar, 2A;) = genügen. Man findet ohne Schwierig- 
keit, wenn 

.... ^ Kl+l)(l+%....l+»'-V) 
Qlö) G« — 1.2.8....« 



wodordi (14) in folgende Gleichung übergeht: ",: 'l^\ 

(M) (o.i)=(-iy-M<y"(o,i)-'-^<r"a2) + ^-^=$^^(j*^(2,3) 

tf-6)(/-5)tf-4) .V ^ , 

Für /= 2in — 1 wird aus (16) 

... i (0,2m-l)=d*-»(0,l)-C?^(J«-*(l,2)+....+(-l)-^C:.,(m-l.m) 

Es ist wabl zu, JbeivMrUa/ 4a«$ Jii.;d«n <Aua4ni4w:v<)B)i(Q>!%»r^il') 
liift le|zte.<iir«M« (ttIttI, m) Min d «nthält. M«n ■sieht aii9.,tdi««em Re- 
sultate, erstlich, dass die 2m Grossen (0, 1), (0,2), (0»a>^..>.(l\3oll) M^UMk 
die m Grossen (fl,l), (1,2), (Sm))-)'> (9>*^lrM)f und zvo^msi dass auch diese 
lettleiA d^rch ^,ßii9aM)n!4w nugfiradaii Stellea (M).(0<3X(ill5).vc(i)i99TnJ;) 
ausgedrückt werden können. ; Daraus iaj^ «bpr, •och kjary-d^^s «# ^«ich . viilor 
Grössen bedarf, um (0,X),(%$)„,}ikKf>,%m^l) o<ierj>i»(0«2ai)iiusstt^nicken. 

FmsI DM» die» xusafnn|«m ^(t «rfaäk pnan: . ^ <.,...; 

Lehrsatz 5. Wenn die Gleichungen 'j , . [im 

(jenacbdem n ungerade öder g^rfid^ ift)^ SbU findmti'M; vwMlit¥ii*dift 
: .1 . 4tt Auadruck A und die Fömiel (/^-r^^^)^ iiitp«fri>in4ifür sich 

■i'-\. ►.•': iiitegrabeL.. >...; . r . -... , .-^. 'jil»!-;./ «^M-v 

Lehrsatz 6. Wenn die Gleichwgeil ». i ^i. 

9» — ^, ^^1=5 öj;?>=i) — ^> öy(»-3) — öy(«-a) — ^' ,5jf^ "öf^ ~ ''» ••/; 

, .... ^ bfs = ?%=S- feä^-0, oder ?fe^>!%i*i'''i- 
, ()e Mchdenr /» nogerad* «ader gerade ist). : ßtat^ 4p<l«m, .90 ,Kev|c)iwindet 
der Ansdruek -.1^ .uad[<jdie Foripel ,p-¥:<ff^1iikif,ist (m und fiir sich 
,\ ilitegrabel. ■ • ■•■ ., i ..■. .■.. ' ••.',.(:■■ :t.-.w 
In beiden Sätzen ist die Anzahl der BedingungsgIeichungei\.K<(;'#<!40( 
odar inH-4iie^tehd«fai>f. uogerndttöder .gerade >t , . j ; n -. ( » ' 
CnOe't Jovfml f. d. M. Bd. XXXm. Heft % 15 
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Statt wie hier die Integrabilitätsbedingungen aus der EuletvAie&'Voe* 
mel abzuleiten, kann man sie auch direct finden; was wir nicht weiter aus- 
fiihren. •• '• .^''r''^'^' /- -^ ft.f) .»,;:ii..w; 



Zusatz zu dieser Ab^häiidlung. 



r. 



§.8.. ■'-■• ' - 

Der Verfasser benützt die Gelegenheit; diö EntwidLlungeii des Fetzten 
Paragraph» noch auf eine fiberstchtlicbere WeiM darzustelten. 

Et sei (a,/}) eine von den beiden Indicea a und ß »Uiäiigig^ {grosse; 
Welche der Gleichung 

(18) /((«,/?)) = («, /J+i) + («+!. ^jt ; 

genügt, iroy das Fnnctibnszeichen bedeutet Bezeichnet nlany^/l[s^) tnlt/X«?) 

Ui t. w., und ist /(m-I-i^) =2/(m) +/(p), so wird 

/»(o^/J)=(a,/?+2)+2(a+l,]8+l)4.<a+at/S) 
/»(a,/?)=(a,/S+3)+»(a+l,^4-»)+3(a+a,/?+i)+(a+»,^^ 

und allgemein 

(19) /^a^ß}=(a^ß'¥'m}+m^(a^ 

In dieser Tormel, deren Beweis ich übergehe , stellen m|, th, u. s« w. die K- 

nomialcoeflficienten yt . — » ^ u« s* w. vor, uqd de^ Einfochheit wegen ist, wie 

auch femer geschehen wAXy f^ifhß) statt /^((a//9;)getchricfb^. - 

Die 'Grössen (g^/9) haben die Eigenschaift/ dass^ gewiss^ Summen der- 
selben, ftir welche a+ß einen . constanten Werth hat, sich -einCath darstellen 
lassen; z. B. die folgende Sntrnne: ! > - 

oder die scheinbar allgemeinere: 

Für den Zweck dieser Erläuterungen genügt es, die ersteM^ zu untersuchen, 
kb' erinncM^ ttin apiter nicht unteribretben tVL nifltsJ»H M'ilie Formel 
(2») mi--^(m— l)i^4('w— 2),^....«Bi? m^/il * 
Man erhält dieselbe, wenn man die Coefficienten von otj- in den -identischen 
Alisdrüdben' . • •■ :••«;■•. 'lÜ» l.' iTi-li," ;••*!.■■' ;:> 
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yttl^ddit. m «od a stelten ganze Zahlen ynr.. Zufolge (19) iat . 

+m,(m— l,2)+(m, 1) 

/-•(l,2)=(l,m)+(»»-2U2./n-l)+(m-2)i(3^-2)+..,H-(m-'2),(»»-2^X*»-lÄ 
f^2,3)i= (ß/n-lH<m-4U^jm-2y+^-t- (m^2Ä. 

trt: m 'dne gerade Zahl, so kommt man zuletzt auf die Gleichung 

(|m, Jm + 1) = (|/n, im + 1); 

und ist m ungerade^ attf. 

/(Km~l). 0"»+!)) = (Km-1. Km+3)) + (Km+1), K»»»*»)) 

Multiplicirl man diese Gleichungen der Reihe nach mit 

'»«»u 1, •— (tu— 1)„ +(m— 2),, — (m— S),, ...• 

mid addirt die Producte, so erhält man das gewünschte Resultat; der letzte 
Muhiplicator wird^ wenn m gerade ist: 

(-l)**(m-|m)i» = (-l)^ 

und wenn m ungerade ist: 

In der That wird nach vollzogener Addition der Coefficient von (1, m) und 
▼on (m — 1,2) 

= mi — (m — 1), = 1; 

der Coefficient von (2,m — 1) und (m — 2,3) wird 

^_(^_l)j(;n-2)i+(m-2),=:m,-2(m-l),+(m— 2),= 1, 
uid tOk^nf^^i^ der Coefficient von (Lm+1 — und (m — i,i+i): 
m^— (m— l)|(i»— 2)^1 +(m— 2)3|(m— 4)i_,— . .•. 
=sini--j'(m— 1),+ ^^(m— 2)i— ....; 

irelcher Ausdruck nach Formel (20) gleich 1 ist; i erlangt höchstens den 
Werthlm. Wir haben demnach folgende Summationsformel: 

(21) (0, m + 1) + (l.m) + (2,m — 1) + . . . . + (m,t) 
=/-(0,l) - (m-.l),/-(l,2) + (m-2),y^(2,3) - .... 

Das iMEte iQlied rechts ist für ein gerades m, i^V)^(\m, im-hl), and für 

aamogerades m, (-1)*<"-« K'w+D/ÖCm-l), Km+1)). 

15* 
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Anmerkung* '^^nata eben w 'fiadel iiig|i fS^tden iUf;eneiQer«iiÜiril< 

Sfetet «60 z..B.^^)*5:Ä«y^, so kt : 1^ 

ifv^yXa^ß) ma^y^^ + afi^^yf Ä<a>^4-1) + (a+1. ß), - ^ 
Die Functio^,^ st^lt demqach hi^r ^ie Mi^tipljcftioq^ n(^t a^+jr yPF'^ ^^ 
man hat zufolge der vorigen Formel: 

aftyß-hm -I- a;iH-lyl*+«i-l -f- ^r«+*y?+^»^ 4- .... + a;«+«yi? 

oder, W4mi ^wuln 4urqh ä>«^^ dividirtt . ..(;;. 

Zur Verification kann rfer F^l jr;=s^V^^ .ar=r-***^-» dieneoi Für denselben 

erhält nian die he)uinnte Formel:, . . ! t ; > 'mi 

sin(m4-l> .4^ v_ «»—I/o c^-^ ,.»>— ^'f^—S.. 



sin 9 



'.-I 



= (2cos P)"* - ^- (2cos rj^^-; ?"^;['^ ^ (iteb» p)^ -i- ; j. ' 



§. 9. 



Haben die Grossen (a,ß) die Eigenschaft, durch VertauschuM dejr In* 
dices^das^ichen zu ändern, oder dier Gleichung 

(22) (a,ß) + (ß,a) = 0; " " 

zu genügen, und wird /(z) mit z gfeichteitig ^^^ so vereinfacht sich die For- 
mel (21). Die Glieder ' : -^ m 

(1,ot)H- (2,m— 1) + ...• + (mr-:l,2) + (ml) 
heben sich wechselseitig auf, und wenn ein mittleres Glied (^m, ^/y)) voril^onjimt, 
muss es zufolge (22) ebenfaHs verscÜwinden. Man erhält denanach unker 
obigen Annahmen, welche von jetzt äfil ford>estelMm sollen : 

od^r, um die beiden Fälle für ein gerades und für ein ungerades m besser 
hervortreten ZU lAssen: -. *mi.,., 
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Z.K ...... ^. .- -^ ■ 

'(<►,!!)««•(». 1), (Ö,4)=/»(0,l)-2/(l,2X '\ 

(0,2)=/(0,l), (0,6)=/'C0,l)-S/ä2!) + (2.3): 

(0,3)=/»(0,l)-Cl,l), (<K6)?=/*(0J)-4/»(l,2>^15/'(aia) a.:t;w. 
Aus den Formeln (24) vskd den danadk gebildeten Beispi#UQ sieht man, 
^ 4ieie]|]|eD GfQS«eo 

. : ^ : (25) ((M)t<l,2X(2,8).....<f^^*l> . i .. 

nothig^ sind; um (0,2^-t-l) tind (0,2fi-F2) rasrodrfid»^: I>ie Groben (2S) 
MdlM^ i^biHipt dM Glied«r der R^^ ^ ^ ^ ^ 

• (26)' (0,1), (*^;2VM(o,4)...:(o^ 

dilrcAr AttMhrddte dar/ki welchen si^ selbst tknd ihnr Ablleituhg^n, verrtiSiMlU 
d» Function /» auf lineare Weise vorkommen ; und da /(O) s= .0 fangenom* 
rooi ist, so folgt aus dem Verschwinden der Grossen (25) auch das der 
Grossen <3ß)- ; 

fM. ^ Ahor die Glieder .der lUihe (25) laasen sich avich durch die Gl^ 
der ungeraden Stellen der Reihe (26X d. h. durch 

(27) (0, 1), (0, 3), (0, 5) .... (0,aM-l) 
ausdrücken. Das System Gleichungen^ welches die Abhängigkeit der Grossen 
('87)!iind (25) bettiaimt. hat die Eigenschaft, dass jede folgeivk Glachuag 
aoe, oeue Unbcduinn^ eaäiäbt-dicr. mit; deiti (^fficieolen dh 1 nmltiplicirt ^« 
Ein solches System ; ¥W GUchungeA lässjC sich ohne Zwäidautigikeit auflösen« 
Demnach werden die Grossen (25) durch die Grössen (27) und ihre Ablei- 
tungen auf lineare Weise dargestellt; und also auf dieselbe Art auch die 
Grossen (26), deren eine Hälfte die Glieder (27) sind. Verschwinden daher 
in der Reihe (26) die Glieder Ton ungeraden Ordnungen , so ist es auch mit 
den übrigen der FalL 

Können die Indices a und ß nur die Werthe bis n — 1 durchlaufen, 
so finden alle aufgesteUten Formeln noch Statt, so lange die Indices die gesetz- 
massigen Grenzen nicht überschreiten; so z. B. gilt die Formel (23) nur für 
m < n — 2. Die Grössen 

(28) (0, 1), (0, 2), (0, 3) .... (0, fi-1) 
vertreten dann die Reihe (26), wenn n — 1 gerade ist; oder die Reihe (26), 
mit Auslassung des letzten Gliedes, wenn n — 1 ungerade ist« Die vorstehenden 
Erörterungen erhalten dann folgende Aussage: 

Die Glieder der Reihe (28) lassen sich als lineare Ausdrücke 



d„Grö„«. (0,1). (1.2), m ..-a('-3).«»-l))| (») ^ ,, ,^M, 
oder (0,1)^ (0,3), (0.5) .v(0.?»-2) | . ', . ^., 

und derGroisen (0,1^ (1,2), (2,3) ;..(Ki^,4i«j ^^^ ^^^ - ^^ ^ 

oder (e,i),(0,8),(0,Ä),.-(0,i»— 1) ) 
und ihrer Ableitungen yerniittelst der Function / darstdlM. Tat9diiir{a,dm 
tömmtliche Glieder einer Reihe . (99X odior 430X 'je nachdeni n gerade oder un- 
gerade ist, $0 Wtfdea weh aaauntliche Glieder der Reihe (28) glekh-O. :,!;r::i 
Diese Prindpien sind es, welche; der^ vprapgffcichi<j^i' p .AJbhwrBuBg 4hu 
Grunde Uegen. In $^ 3. wicd.^ezei^, ^ss 4Je beUnatt ^pdiiwmg der Inte- 

gnübilitiU, in I» andere zerCÜit, ifeßn p -^ q.j^ ein ; genaues Difi^H^Otial^ ittjli 
soll, nSmlidi in 

y^ =30- ' . . ' .: i r .-j 

und (0,1) = 0, (0,2) = 0, (0,3)c=0, .... (0,n-l)*fc.1>,f w,) 
In Bezug auf die G^5iMn (0,1) n; s. w. wird eine Glekliimg (9)'vaD ifer Form 

aufgestellt, wo auss^rdMi - 

y^. Die FunetHm / wird in - diesem Falle die negative 9imme geiHüw Sifle* 
rential-«Cb<rffidenlen^ imd die LehrsSts^ (6- um(^) sM' niicfits atidws^s 
der raletzt MTgestollte ^ate «her «diieKeilie tM GfdsMn (2^ ^ ' 



. 1!". I:»^ 

' .• i . i ■ . . ■.-■:.* ; ■ < • ■ . ■ • ! • = ••:; 'j'! . * • , > • •-•.•.'■ 

. ..•■ ■:■] ;. - . 
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* , . ►.* 
•'' ' '",■■■ ■ . • ♦ i . » 

Üntersudiiiiigen iffterdie analytischenFacoltäten. 

(Von dem HerMi Arof. Öätinger m Freyboig iin Br.) 

(FMlnlqilK dbr AbhaodIaa|} N». 1. im Totigia Heft.) '' 



III. 

|jei der Fortsetzung ^eser UotM^uchnngen nehioeA wir nun haup^ 
sSchlich auf Arwendungen Rücksicht; wozu sich die bisher gefundenen Re- 
sultate benutzen lassen werden. Vor allem gewähren die in ($. 9.) aufgestell- 
ten Gleichungen eine weit verbreitete, bisher nicht gemachte Anwendung; wel- 
che hier gezeigt Irerden sdll. UeberäU' nlmfich, wo die Sunimenausdrficke der 
VMtiitidangen mit und ohne "Wiederholungen auftreten, fitideii auch die in 
(f. 8. tirid 9.) aufgestellten Sätze ihre Geltung, und hiedurch eine Reihe von 
Froblorten der Analysis ihre Auflosung, die zum Theil bis jetzt nicht, zum 
Theil nicht in dieser Allgemeinheit gegeben wurde. Schon J&am;> hat darauf 
(Anal. d. refr. Pg. 81.) aufmerksam gemacht, ohne jedodb die hergehörigen 
Giesetze aufzustellen. 

Wir wollen zuerst die in ($'• 8. und 9.) gefundenen Gesetze auf die 

Erhebung der JPoIjnomien in Potenzen anwenden. Es ist bekanntlich 

1 " • 1 X «* «• 

1) /> = -Logj^=l+^+3+^+ ... 

Mun ist, wie aus der Analysis bekannt: 

.... + (Ä4-iyi» ^ =^-- 

Werden die erforderfichen Wcrthe aus (10. $. 9.) in (2) gesetzt und die 
nothigen Ausscheidungen gemach t, so ergiebt sich: 



•N n« , " . 8(m-2)^l , . (<i4-3)"-'<i , 
S) P'=H-püa?+ 4pu wa^+ 2.24 ^ 

. 15(«+4)*-30(in.4)' ^-5(lM.4)+2 , 

+ ■ iOäü ^ 

. 3(<i+5)^-10(iH-5)'+5(«+5)«+2»+5) 

Hieraus findet sieb uamittelbar,. venii — -^ <tt|4t ^ ||^sf|tft ,^^^: 

JN i>- 1 " . 3(n-2)+l ', " («1-3)1^ . 

. 15(«-4)V30(«-4)V5(w-4)-2 , 
+ 4®j5P "* 

nri — K15I '*^ 

Aus diesem Ausdruck und aus (8. §.9.) ergiebt sieb: 

, ,., ,^ .Ä^ii% Ui^4^-X^^>^r^'*^ ein mcbt ^u ^ a j bftryfthit qdei; 2»«ainqa<>Bh»)ig 
zwi9lB^c^,:4f|f,$^^^ def Verbi^di^gfo, aqt,.i|n4, obiH) WhwI#^«^ 

li^igc;^ fwiw ?i^jhei Erbebwg der, Polyponu^: •uf.l^iiiMgi b^Qu^fireid<|i, 
4Uis (3^ wid. 4.), erhalt. ^a)DL. folgende Eotiri^klttiisen . für «Üe JE^-Mowg: ^ 
ItQi^jegeoden .Polynoiniqois zaeber Potenz |iDit,ge|l»roci^i^m :EfpoQ«||^j : i 

15(«+4j«)»-30(a+4«)»«i+5(»+4«)»Vi»''^ 
' ' ■ 8(ii4:M*-10(w+W«»4-6»+fti*)'^*~2ri t+tiitt>**' = ' 

•^"^ ' i6.i?ii<** — : — : «** 



i 



_ „_2 - II . 3(»-2w)+t > »-.3»)»^ ..... ,.... ., . 

+--nr toiüüS ^"^^-^ -»* 

+ ' --1-^-^^ l^^fe na* 

\ * 'I '■■' .'^ »*'• ii' * .* r- */ * • fi*"r.. <•;•*,•*•,♦■••• ■•/ 

Nun ist, wie ferner jp|^<Jt(r,;A^lyii$,>4#BBt:.,.^,n ,.. , : ,, , 
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8) p. = (i + |. + ^+^ + ....)- 

wenn P'isnf, Jf^(5(/H-1))", P'(^(/i+2))", .... die Summen der Versetzungen 
mit Wiederholungen in der nten Classe zu den Summen n^ /»-iil, nH-2, .... 
aus den untergeschriebenen Elementen^ hezeichneik Hieraus und aus (2) fin- 
det sich noch eiQe neue Art der Bildung der .Verbindungen ohne Wiederho- 
lungen. Diesen Gleichungen zu Folge kann man nämlich die Verbindungen 
ohne Wiederholungen aus den Versetzungen mit Wiederholungen zu bestimm- 
ten Summen ableiten. Es ist 

9) ^''^\!:;i';r'" - = ^(^^+r); i. \. \, i. ...r 

oder 

10) SCO, % 3, .... n+r-iy = (/i+lr'»/>'(*(m+r); 1, J, ^, \, ....)'. 



■ _§. ,17. 
Eine weitere Anwendung ist die Erhebung des Polynomiums 

1) 1* = ^ + o -^ rxä "^ rxo «* — i 

zur Uten Potenz. Die Aiialysis giebt (S. d. Joum. 13ter Bd. S. 292 u. (T. 

$.47.), 

o^ o« .- lN»-cr'nQ n^o^ «^(>^2 n)'«- *-^ ^(l,2,...,)*«M.. 

(«+i)'i» "*■•••• 

Werden hier die angezeigten Werthe aus (§. 9.) eingeführt, so erhält naan: 



M 



3j»+1 , ««II 



3) P" = it"(l +|^a:+ lyjäirna^ + iäirxJü"^ 

15»*+3 0itV5>t-2 . 
-*■ ~4»Ä^ ^^ 

3»*+10»»+5»— 2» . 
"*■ 1671*'» 

.) 

Cnll«'« Jonnud f. d. M. Bd. XXXIU. Heft 2. 16 
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3) P^ = ;?(i— a-a^ + jjpr«^»*— iiirpri'»*^ 

+ insir '»^^ 

Der besondere Fall, wenn in (4.) n^stl i^t, gicbt die ßernoutlisdlieti 
Zahlen. Aus (2. und 4.)- ist also auch 

Für einen gebrochenen Exponenten ist 

16»*4-30it*«n-5«m*-2 «i* , 

3ii*+10»*«+6»*«— 2iiwt , 
+ ~" 16. l«'«* *** 



15ii'-80»*im.5iiw«4-2w' « 
•*■ 48.1*1%« '*^ 



3it*-10ii*<n+5iiV4-2ii»t' . 



.) 



$.18. 
Es lässt sich auch die nte Potenz des Polynomiums 

1) ö = i + i + t"^0'*t:5:b"^- •• = *"^*^' 

darstellen. JEs ist aus (I. $. 17.) 

2) <2- = (a + («--.l))P = (2 + P)" 
also auch 

S) g^ == iy + i»,2r»i» + (n),2^»/»« + (n),P* + .... 
Für diese Darstellung sind nur die positiven Potenzen von P nothig. 
Benutzt man die Gleichung (1. $. 17.) und setzt dort der Reihe nach 1, 2, 
3, .... statt ft, so ergiebt sich : 
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H-(»)..'>^^5^^ + ^^V + ^^•.. + ...0 

+ (»>,2r-V+ 4 ^* + —4:5"^ + 4.5.6 ^ + •••) 

Wird dieser Ausdruck nach den Potenzen von x geordnet, so ergiebt sich: 

> 

Die Vorzahl des (rH- l)ten Gliedes hat folgende Gestalt: 

6) ^,^„.2--.€pri^+(„V2-^^?IP+(n),.2-^^^^ 

Scheidet man die Facullät, welche in dem Nenner der Glieder vorkommt, aus, 
und führt die Zahlenwerthe für die vorstehenden Symbole nach (§. 9., 8. und 
25.) ein, so bekommt das {r+l)te Glied folgende Form: 

7) y^,.«- = [/».2"-> + »«-•2-»(2^'- 1) 

+ S^(3'-*-2.2^' + l) 

+ l^f (4-'~3.3-'+3.2-^-l) 

. ^^.^,H^-^. 3(r-2)H.l (r-2yu 
+ n »^ X . ^ • i3;i 

+ n''-2-']i^,. 

Bm Gleidiuog (6.) gih für ein poutives und negatives, ganzes und gekrochen 
n. Sie giebt für «nsern Zweck folgende Ausdrädie: 
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1/-» ,7h»" «»•" «»«'V\«« 



10) (i-^^F = 2^[i+i^^. + (i^+^X^ 

■•"Va« ■** 2».«» ■* 2**»vi*' 

'•••• ' ';^ . 7,»i>m ftr»!-" n<'-"\ »« 
**" V2m ■* 2»m« "*" 2«»» "*" 2«*i*/I«* 

* V 2« ■*" 2»«« ~ 2«i»V i^ 

/ . .' « ' 7.«»''" 6f^ ji^'~ \ «^ 
"^ V 2Ü "^ 2V ~ 2««i« "^ 2««*/ 1*" 
,.:,..........] 

Vergleicht man die Ausdrücke in (§. 16. bis 18.) mit denen, welche die 
Analysis bisher gab, so wird man die Vortbeile wahrnehmen, welche die in 
($. 8. und 9.) gefundenen Resultate gewähren. Die Ausdrücke losen nämlich 
auf eine ebeii so einfache aJs allgemeine Wtise Probleme auf, welche durch 
lange Abhandlungen noch nicht auf befriedigende Weise geloset waren. Die 
Resultate, welche bisher gefunden wurden, standen unter sich isolirt und er- 
streckten sich entweder nur auf ein ppsitives, oder auf ein negatives n. Da- 
bei wurde gewöhnlich nur eine zurücklaufende Bildungsart ermittelt. Ausdrücke 
fär gebrochene Exponctif^tl waren attsgeschlosieo* £qt wickelte Ausdrücke, 
welche die Erhebung dergeoamiiafi Wlyvioniien ta Pofeozeb bisher gaben, 



"ftf 



7. OeUmgerj ünienmhimgm über die omUfHtehen FbeMUen. 123 

sma mir nicht bekannt. Deswegen habe ich sie hier initgetheilt Wäre 
auch mit den in (§. 16. bis 18.) gefundenen Resultaten der Umfang der 
Anwendbarkeit der in (§. 8. und 9.) gefundenen Gleichungen geschlossen, 
so würde auch dies schon genügen, uro die Wichtigkeit jener Gleichungen 
hervorzuheben. Dies ist jedoch nicht der Fall. Ihre Anwendbarkeit findet 
auch noch in der Differenzenrechnung und bei den Functionen Statt, die ich 
^t dcfin Namen Aufstufungeti bezeichnet habe ; wie im Folgenden gezeigt 
W^rdtasoll. 

§. 19. 

BekaoptKch lässt sich der Unterschied einer Function durch Differenr 
tiaU dieser Function darstellen. Bei dieser Darstellung sind die Summenaus- 
drucke der Verbindungen mit Wiederholungen nothig (S. 12ter Bd. d. Journ. 
S. 333.). Die Gleichung, auf welche die Differenzenrechnung führt, ist 

1) Ä *= läÖ^+ «+1 ~ Ö9l^^^) + (»+1)1.1 ^^l^T^"- 

••••-*' (ii+iyt' ' i^r^yi^) + 

Unter X wird jede' beliebige Function von x verstanden. Dieser Aus* 
druck gilt also für die Entwicklung der Unterschiede der Functionen überhauptL 
Werden i^on die angezeigten W^erthe aus ($. 9.) in (I.) eingeführt, so erhält 
man ^kiz allgemein: 






2) A"Jr==(g;^,(Aar)" + yppi:.(A^rV+-irT-».(9j5S+^ 



k»»+3 



■*- 1671- ^-(ö^VHisC^^)""* 

63ii^+3l6nV3I5n»-9ln-42n-f-16 »"-^»X . ^ 
"^ 144.1«^ '*(9a?)?+»(^^^-^ 

Diese Reihe bricht ab, wenn eines der höhern Differentiale in über- 
geht. Der Ausdruck ist, wie gesagt, ganz allgemein; er gilt nicht nur für 
ein positives, sondern auch für ein negatives, n, und kann sogar auf ein ge- 
brochenes f^ ausgedehnt werden, wenn man dafür eine Bedeutung findet. Es 
ist zunächst 
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+ 48.1»'» "(8ar)-M^V»f> . :.;: 

. E^inrägt ipan, dass negative PifferenCiale den positiven gegeaülier j{) 
demselben Verhältnisse stehen, wie die positiven Unterschiede deo oegativfO 
gegenüber, und dass sie also Integrale bedeuten, so lässt sich aus (3.) auch 
folgende Formel ableiten: 

:^. 48.1»"(A«)»-^ V JLCOa;; 

Hier ist y* ^ 1 und die Integrale gehen wieder in Differentiale über, wenn 
der Exponent ' des Integralzeiclieat negativ wird. Mao kann nun in die Glei- 
clwngeii (2. bis 5.) $t^U n sog^r^ine gebrochen iZablsettefi un4^^0|ii@It dann 

5) A" ^ = n CAiP)" +2Si vi; (Aar;^=^ + V^i?^n- . .u..^ (M)Z ■ 

. 15n*-f.d(hi>»-«.6iMi*~W Ö^+'X ,^ " 

^^ -i.^ »-^X » 8-«+'X _^3»-« »-^•**X 

6) A " X= T — ^T — Si' •; — 'Tt; — ^T', + piiii «• r- r- 

««H» 8~^"**X 



i6i^*«J0ii*fli+6iiM*^a«* »--s-^x 

•n ■ 



^•**"-* Vr^+^A^*^ 
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Hierdurch sind formell die Werthe ffir A^JT und A'^X dargestellt. 
Was aber die Bedeutung des Unterschiedes einer Function mit gebrochenen, 
positiven oder negativen Eiponenten sei, geht daraus nicht hervor, während 
doch die entwickelten Darstellungen der Unterschiede mit gebrochenen Expo- 
nenten möglich sind. Diese Darstellungen werden immer dann möglich sein, 

wenn d»>X und Ö'^'^JIT möglich ist. Durch Aufsuchen eines allgemeinen 
Gesetzes, welches die vorstehenden Ausdrucke in sich fasst, wird die Aufgabe 
gelöset werden, und es entsteht die Frage, welche Bedeutung und Anwendung 
die auf dem angegebenenem Wege gefundenen Resultate erhalten werden, 
oder können? 

Wenden wir die in (1 bis 6) gegebenen Formeln, welche für alle 
Functionen gelten, auf einen besondem Fall an und wählen wir dazu X^=^x^, 

W^rgiebt sich aus (2.), da Tg^y = p''^-^af~^ ist, folgender eotwicLelte Aus- 
druck für den nten Unterschied einer Potenlialfunction: 

7) A'ar" = ;>»'-'a;'-(Aa7)" + y. /?"+»'-' a;'^"-' (Aar)"*' 



k»'»« 



M« 



Da dieser Ausdruck für ein positives und negatives, ganzes und ge- 
brochenes n gilt, so ergiebt sich daraus . 

^) ^ ^ - (A*y ~ 2 • (Aii)^^ "•■ 1*'» ^' CAx)»-2 

"*" 48. l»'» '*• (A*)"^ 



Für ein gebrochenes n erhält man: 



ff 



VA \ 
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... ...;....„..•] 

. 3«—«» -— 4.«!— 1 - . , . ^« 

•i-i-- ■••^•- ■ ■ ••"*■ 48.1»" — rnp -^^ t^iAify 

.. . ' . '.*•••. r . ? M J 

Alle in (9. und 10.) angezeigten Operationen sind ausführbar; also wird 

sich auch der Werth von A^äf ui^d A'.'"^ darstellen lassen, und es kann sich 
daher, wie bemerkt, nur um seine Bedeutung und Anwendung handeln. Der 
weitere Erfolg unserer Untersuchungen ifird Gelegenheit zur Anwendung geben. 
Die Formel (9.) lässt sich auch. so geben: 

ai; A ^= f^^y ;^zi • (Aar)-» 

■ ..= ... n.- ■ ■ •■ . :t (H-^I)*»-^ ': <A^)rV.-. ' 

— (n- !)••-' ' (A^)»-^ 

Ein ipecieller Fall d^r Gleichung (i., 8. oder II.), wenn nämlich /i:=l 
gesetzt wird , ist bekannt. |p diesem Falle entstehen die Bernoulli&cYken 
Zahlen. Nennt man der Reihe nach ;diese Zahlen (auch diejenigen nicht aus- 
geschlossen, welche auf fuhren) ^i^ A^^ ^3 ...., so erhält man: 

6C(l,2,....jt-iy _ . 
wenn in der entwickelten Darstellung von — /J_Jiy*~i — n = 1 gesetzt wird« 
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HiezQ dienen die Ausdrücke (9., 10., 16. $. 9*)^ qnd es zeigt, sich^ dass die 
BemauUischen Zahlen nur ein besonderer Fall der Summenansdriicke sind, 
welche von den Verbindung|pn . öHhe Wiederholungen zu d|er Itcn, 2ten, 3ten, 
4ten .... Clasfe gelten; wie es die Gleichung (12.) zeigt. 

' OeVfeb^n berührte Fall/ wenn in (4.) n = l gesetzt wird, soll hier noch 
heryorgdioben werden, da er später zu weitem Anwendungen dienen wird. 

13) A-^jr = ^fXBcv + \x+^^./^ 

— 120 • 1.2.3(8x)' ^^^^ 

"*"252- 1.2....5(9a?)*(A^) 
1 Ö^JC 



H^y 



240- l.2..,J(pxy 



§. 20. 

Ausser den Anwendungen im vorigen Paragraph ergiebt sich noch 
eine andere für die Darstellung der Aufstufung einer Function durch ihre 
Differentiale. In der Differenzen -Rechnung (llter Bd. d. Journ. S. 185. $. 17. 
und 20.) ist gezeigt worden, dass folgende Gleichung gilt : 

1+e^ ) X. 

wenn X eine Function von x ist. Nun ist hier. oben in ($. 18.) die Ent- 
wicklung des Binomiums 

(lir ein positives und negatives, ganzes und gebrochenes n gegeben. Werden 
die entsprechenden Werthe in die doiligen Resultate eingeführt, so ergiebt 
sich unmittelbar für die positive und negative Aufstufung einer Function durch 
ihre Differentiale Folgendes: 
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• '• ■■■ i .-. giy.. . . ■ ..• 

' +(n.2'^'-i-7.»"-*.2-»+6n"-»2^+/»*'~'2"-')|j^«(i:Ü?); 

..../. j 

/■ ■ . ■ , 

3) <p-jr = ^„-^..gAx 

1 . it , n^ n"' S'X 
+ 2" ^~ T "*" • 2» "" 2» ^ l«'»(9a.)« Vi*''*') 

+ 2" ^"2"** 2» ~" 2' "*■ 2*''1*'*(9*)*^^^^ 
4) i^X=2^(x+^.^^ 

■; / \ +C5S + ä^?ji:2(e5'(^)" , ,.• 

2*" 

/-« it"-\ 8*X , ., 
+ V25r + 2»iiiV 1.2(8ir)* ^^'^'' 

' /-n 3ii*- n«-\ yz ^; ,., 

•■■'■•-■ -v. ......... :■,.•■,,;■], j; ■ 

Ist n ^ 1 , so ergiebt sich aus (3.) : 



N& 



„, __, X »^A _^1 Q*^ X. » 1 yx.(Ar) ^ 
*»; «; ^ = y — läi^a? + 8 •i.2.3(ö«)«^^*'' •— 4 1.2.3.4.5(9«)» 

17 b'X ., 

"*" 16 1"«(9«)' ^^^^ *••• 



CK' flieraus folgt das allgemeine Gesetz für die positiTen mad DcgatiTett 
Adf4ufiingen der Poteatialfunctioiien imttels der Gleichung . 

nnnnltelbar. Es ist nämlidi 

+ (».2"-» ri- Sn^-^a-' + n"-»2-0(/>),x'-»(Ax>» 

-I- (n .2^" + 7 . n*-»2-»H-fi»*-\ 2"-»+»*'-» . 2r*(p\^if-*(^y 

1 n n''^ n"'^ 

1 . n 7n"* 6»«'» n*'\, ^ ^..^ v 



Es ist jetzt nicht schwierig» die Aufstufungen für gebrochene Exponen- 
ten zu finden. Specielle Fälle ergeben sich aus den obigen Darstellungen 
leicht. Der Fall, wenn in (7.) n = 1 gesetzt wird, ist zu bemerken. Es findet 
sich für die erste negative Abstufung von xf: 

8) <?-'xP=f-j^x^-'Ax 

1 y(p-l)(p-2) 
+ 8 • 1.2.3 * ^^^> 

1 p(y-l)....(p-4) 

- r • — rx::5 — *'^'(ax)» 

17 p(p-l)....(j>-l) 
+ 16 1.2....6 3C^Ux; 



Die Vorzählen der Glieder dieser Reihe stehen den ßenioullischen 
Zahlen zur Seite, und die vorstehende Reihe hat bei Summirung der Poten- 
zenreihen, deren Glieder abwechselnde Zeichen haben, dieselbe Bedeutung, 
wie die Reihe von BemouUi für die Summirung der Potenzenreihen, deren 

Glieder einerlei Zeichen haben. Die in diesem und dem vorhergehenden 

17» • 
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Paragraph gefundenen * Resultate siiiid für die 'R«cUoufig nii(*Differenziöh wich- 
tig. Die Entwicklungen Voh lA'JT und i\^Jf;jfaai-fWie 'von i'^^Ji'^aindji^lTiir 
wurden spnst immer getrennt behandelt. Es waren daher eine Menge von 
Operationen zur Darstellung der isolirten ' Fälle tiothig, die hier zusammen ihre 
Erledigung finden. Wenn auch Methoden angegeben, ww^^^^ wiQ!•^lW'T;(^ 
diesen Entwicklungen gelangen könne, so fehlten doch immer die. entwiclcelt^n 
Ausdrücke, die oben mitgetheilt sind« Hievon kann man sich überzeugen, 
wenn man die hierher gehongen Schriften, u. a. Tratte d. calc. diff. et integ. 
p. Lizcroix T. IIl. etc. nachsieht. Das 'allgemefne besetz -der Aufstufungen, 
welches ich schön früher (im llteu Bd. d. Jourii.) zu ikl^n mich bemühte, 
ergiebt sich hier und bringt, wie bei den Unterschieden, alle nöthigen Ent- 
wicklungen auf eine allgemeine tmd einfache Basis zurücl^,^ 



•.!■■ ; : ;• :■ . • .. •• •.■:'.:•,• : -r . I-., 1. ,.-■ 



I . 



':■■■ !'. . fl '. ^ :•• 



_. • ■ * *> I • 

Die in (19. und 20.) aufgestieUten Gleichungen geben ein Mittel au 
die Hand, den natürlichen Logaritninen einer Facultät auszudrücken. Es ist 

1 ) lg x^»"^ 1= lg X + lg.(x+d) + lg (x +2cO . . . . lg (x+nrf). 

Mach der DifTerenzenrechnuug (S. d. Joum. 14ter Bd. S. 262 u. fif.) ist 

. 2) jr, + Xi + jr,+;.... + XisÄ;-»*-^,^A-^jr. ■'■'- 

Setzt "man nun Xo = lg x, X = lg(x + </), XV= ^'(^+,^) !"• '•'''• 
j|».= lg(x + 7id), so erhalt man, mit Aüclsicht auf (1. ii. 2. un^'^.'lfc 12.): 

Igx'^"''=: A-'Ig(x+(n+i)</)-'A-'igx ' ' 

;;; ^ y!g(5±^±iK)^„ -/%f ex 

lg(g-f-(»-l-l>f) Ig^ 

~ 2 "*■ 2 

d^ 81y(a?-H<n-|-l)rf) ^ 8 lg ar 
"*"12' ,ö* ^i2 Öar 

^ Q' > g(^rH( i>4-l)rf) d^ 8Mg g 
"" 120 ' 1 .2.3i:8ar)' "*■ 120 • 1 .2.3(8x)» 



■1- 



1 * 



Mach Ausfübruiig der angezeigten Operationen ergiebt sieb;, wenn n — 1 statt 
n gesetzt wird, folgender Ausdruck: 



j \%[x+na) - - 


(f 


— d ■*■ d 


lg(*+«rf) 

. . 2 






. ä 




-.4 . 


' 12(a»+«rf) 


~ 12.» •, 


rf« 




d* 


360. («+«/)• 


+ 360.»* 


, ^' 




rf» ■• ■" 


' 1260(r+>irf)» 


- i2to*» 



In dieser Gleichung hat der letzte Factor deir 'Facultät die ' Fonm 
a&+(^— l)e^. Man kann nun, um Uebereinstimniung auf beiden Seitetfi her- 
▼orzubringeni ]g(x+m/) hinzuzählen. Dann geht (3.) über in: 
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4) lg x"+^"' = -j- lg(x+nd) - -^ - -J- + -^ 

+ J lg (jc+ w/) + 5 lg 3:^ 

+ i— _± 

^ 12(»+«rf) 12* 

■T .. „rf« . . . rf* 



». r\ 



. , 360(«+ii,0* "^3004 



Die Pfcrst^Uung des Logarithmen einer Faeultät beroht nadi (3. und 4.) 
auf ^zw^i Reihen, deren Glieder in (3.) unter sich corresppndiren* Die Gireder 
dertziRreit^n Reihe werden aus denen der ersten abgeleitet, wenn ikian n =f IGl 
setzt und ihnen entgegengesetzte Zeichen giebt. Die Glieder der Reihen in 
den Gleichungen (3. und 4.) stehen, mit Ausnahmle des dritten, in dem näm- 
lichen Zusammenhange. Diese Reihen sollen nun der Kurse wegen durch fol- 
gende Zeichen angedeutet werden: 

5) tex.;' =Ä(e±-X-ii(^) 

,«) ,g^.^=jrC-i-)-Ä(f). 

Der Zusammenhang zwischen beiden Gleichungen ist 

=7) lg ^1?^»!- =^ igCx+wy + Ji(^) - ^(7) 

8) Ig^t-I" v^f{^) -\g(x+nd) - R{jf)> 

Die Werthberechnung des Logarithmen einer Faeultät hängt demnach 
von der Corwergenz der in den vorstehenden Gleichungen enthaltenen Reihen 
ab. Die Reihen convergiren sehr staii, wenn x oder x + nd der Zunahme 
gegenüber eine nicht ganz unbedetat^tf de Zahl ist, und dann wird der gesuchte 
Werth leicht gefunj:||90. . Bei Fapultäten ..yon der Form x*»K wo x, /i und d 
ganze Zahlen sind 4. wird die erste 'Reihe immer stark convergiren. Ist aber 
die Zunahme 1 uiidv-der Grundfactor l, wie es gewöhnlich der Fall ist, so 
convergiren die Glieder der zweiten Reihe nicht sehr stark, und es ist gerade 
für diesen Fall* wichtig, den Werth der Eweiteo R^ihe eu finden;, so. wie über- 
hMpt aohon biisl dem j&ruiidey das« ;iiacU.(13«::^; l].i,)>4cde FacultSt von der 
vorliegenden F^rmiäufieiiiei )Wdcmjgebri<d>l. worded..J(ap^ denen Baais und 
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Zunahme 4^*e Einheit ist Um nun diesen Werth zd ennilteln^ setoen wir iit 
(4.) n — 1 statt ji, d=l und x=l. Dies giebt 

9) lgl*l* = nlgn-n + ^lg» + |gi~5ggji+jggj^ 

fcl hier n unendlich gross ^ so verschwinden die Glieder in ü^n) vom vier- 
ten an und es wird, wenn man diesen Werth von n, in^e früher durch a 
bezeichnet: 

10) Ig l«|l = a.lg a — a + ijg a — Ä(l), 

11) JP'(a)=:(a4-J)Iga-t*, 
oder anders: 

12) 1-1»=^^ • .. : ,,.. ■■. 
Nehmen wir nun die Gleichung (34« §. 13.) zu Hülfe und let^en.dfnt 

r gletchfalls unendlich gross, so erhalten wir, mit Rücksicht auf (29. §• 12.): 

lall 1a|l 

Werden die Facultaten dieser Gleichung nach (12.) behandelt, und wird in 
(12.), wegen 1*^V 2a statt a gesetzt, so fmdet sich 

5«e^> e«.e*t» * V« ~ ^^^ ' e««.e«<^> ' 
Hieräut ist 

13) ^ = |/2^, 

oder 

14) -Ä(l)=:|Ig(5fcr). 

'Bemtiaeh ist aus (9.) / im 

16) lgl*li = (/*+5)lg/^-/» + ilg27r + i^-3^^ 

Ist nun der Werth von Ä(l) gefunHen, so lassen sich durch ihn die 
Werthe von jR(2), R(3) .... leicht berechnen. Es ist nSmIiich , 

also auch 

lg(x+nrfjFH = Jg ac»H-plrf _ lg x*K 

Werden die beiden ersten Ausdrücke dieser Gleichung nach (5.) behandelt, 
so ergiebt sich 

,6) i,(f±=^)=i,(j)^,^x.., ;:;■., 
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Wird hieife'xti>l,z*--l statt W. und da:=l gesellt, so ist liich (14,): i^^^ 

17) R{z) = Ä(l) f lg i*-i|i = ~ ^Ig(^^) + lg 1-*P. ^ 

Aus dieser Gjeicbring Ignnerr .|eicht die obea bemerkten Werthe berechnet 
werden. 
M! / «Wird )der iLogaritblfne) einer Faciillal> /von der Form ic^T^ verlangt« sd 
neUmtii die firkichüngen i(3, — ;60 folgende Geatalt an: .. n'y, 

18) Igc-H =äC-=^)-ä(^^), ■ - 

19) igx-'M=iX'-EF)--«(rs)- 

Danach wird sich die Werthbestimmung ausführen lassen, und zwar ohne 
Schwierigkeiten, so lange {x~(n^T)d) positiv bleibt. Man kann in diesem 
Falle * 'die' 'Fäctiltät' auch umkehrt und so daristfellen: 

Dann tritt in (3.) x-^Cn— l)rf an die Stelle von x und x an die Stelle 
yon^ß'^n^d. ■;.,-?:■■. .■■/■:■. / ■•■).<:•;/. 

Werden aber einzdiie Glieder in , x*^l~^ negativ.» so kann man im Yei;- 
nieidung der Logarithmen negativer Grossen.^ ßie FaaiU^t so umformen, dass 
sich erkennen lässt, ob sie einen' positiven oder nega^veh Werth bekonime, 
und darauf die Facultät in dieser veränderten Gestalt berechnen. Hiebei kanii 
es kommen, dass eine der Gleichungen (3.. und 4.) wiederholt angewendet 
werden muss. 

Die bisher gefundenen Gleichtmgen sind allgemein und gelten für je- 
den Werth von n. Man erhält sofort aus (16.) für ein negatives g^iue^.pdi^r 
gebrochenes n: 

21) «(^ = fi(i) + Igx^ 

d 
Wird hierin d=l gesetzt, so gebt (20.) über in: 

Setzt man nun ferner ,x==l, so zfsigt sich, dass alle Werthe von 
R für Facultäten mit negativem Ezponeirten^ der eine ganze Zahl ist, und deren 
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Basis und Zupahme die Einhdt ist, unendlich gross werden. Setzt man in 
(21. und 22.) d^l, ~ s=p + •-, so geben die beiden Gleichungen: 

24) Ä(x+/>+J)==Ä(x)+lgx^-^^l'=ii(x)+Igx^''+Jg^''^J!^ 

25) •Ji(x-.;,-^)=Ä(x)+lgx-^.-''"=Ä(x)+lgx-=i»+Ig^-jj;;^^ 

Fährt man in (17.) statt z allmäh'g die Werthe 2, 3, 4 .... ein, so ergiebt sich 

26). ü(2) = -|lg2w, 

Ä(3) = -llg2nr + Jg(2), 
Ä(4)«=-|Ig2« + lg(1.2.3). 
i?(5) = -ilg 2* + lg (1.2.3.4), 

Setzt man in (24.) x=l, — =^ nnd statt p allmätig die Werthe 

0,1,2,...., und erwägt, dass nach (25. $.13.) JR(l) + lg 1*^=— |Ig(2^) 
'ßi + a'g''^ = '~al62 ist, so ergiebt sich: 

27) i?(|) = -|lg2, 

r5v 3. A . I 3 



^(T) = -4'g2 + >g(m)' 

Setzt man die nämlichen Werthe in (25.) und bemerkt, dass nach 
(26. §. 13.) Ä(l)+lgl"*'*=— i-lg2*+-ilg*=— 4lg2 ist, so ergiebt sich. 

28) Ä(-f)=--4-'g2. 

fi(-T) = -Tig2 + ig(rl). 
^(-T) = -T'g2 + ig(rlr^ 



Soll hiemach der Werth der Facultät l^+lll gefunden werden, so er- 
hält man sofort 

Crefle^f Jonrnal f. d. M. Bd. XXXIIL Heft 2. 18 
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lg 1«* = «(?) - Äa) = - 4'g 2 + Ig 945 :- lg 16 + -i-lg ftr - 
= 1,7188567 es Ig 52^4277. 
Diese Zahl findet sich auch durch directe Berechnung und es ist 

1«» = 1.2.3.4.5*^ = 1.2:3.4»/5(l-j^ + 2T^+5j?gi-^ -....) 

— 24 .V5(l— 0,025 +0,00031125+0,000039625— 0,000001(^5300625... 

— 0,0000004870605+0,0000000132598 ....) 
= 24.2,236067977 .... x 6,9753506 .... = 52,34277 .... 

Die Werlhe, welche zu den angezeigten Operationen nöthig werden, 
sind für die hyperbolische Logarithmen: 

JIg 2nr = 0,918i»853320467274178 
und für die gemeinen Logarithmen: 

ilg 2ir =± 0,399089934179057 .... 
Bei der Redoction der hyperbolischen Logarithmen auj[ geraeiae ist be- 
kanntlich die Zahl 0,434294481903251827651 nöthig. 

Eine ganz einfache Methode, den Werth der Function R zu. berech- 
nen, geben die Gleichungen (5. und 6.) unmittelbar. Es ist nämlich 

29) B(-J) = iJ(f:±??)_lgxnW, 

30) il(f ) = FC^ - lg x-f-iK 

Hiernach sind R(—j^)undI\ ^ ) in Reiben zu entwickeln und von den 

erhaltenen Werlhen die Logarithmen der Facultäten x*!*' und x*+lK abzuziehen. 
Dieses Yerfabren fuhrt sehr schnell zum Ziele, da n so iingenommea werden 
kann, das« die Reihe schnell convergirt; was schon für n=9 geschieht. Von 
der Zweckmässikeit des Verfahrens kann man sich im 6ten Bande dieses Jour- 
nals S. 141 überzeugen, wo sie von mir benutzt wurde. 

Die Gleichungen (3. und 4.) sind schon von Kramp (Anal. d. refr. 
ast. Pg. 101) und von Bessel (Königsberger Archiv) behandelt worden. Kramp 
hat bei seinen Entwicklungen die Form (4.) gewählt« die Glieder der bei- 
den Reihen 

x^nd rf__ rf' d^ . 

d •*" Vt{x^fii) ~ 869(«+ndy + 1260(x+«rf)* — ... und 

^ d 12«. ^ 360x* 12«0«» ^•••- 

• » . . , '• 

besonders untersucht und sie durch ^ JT^ «nd r— bezeichnet. Die ün* 
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terüichung . kann tw«r auch auf diese Weise gefuhrt werden, )edoch^ wie es 
scheint, weniger zweckmässig ; wie es auch schon Bessel bemerkt hat Den Zu- 
samnienhang zwischen der von Kramp angenommenen Bezeichnung und der 
hiesigen drücken folgende Gleichungen aus: 

Ä(?:^) = *^Jg(ar+«^_ilg(^+;«i) + r_l^ und 

Rij) =--J- + ^Ig^ + ry. 

§. 22. 

Es ist nöthig, die Werthe der Facultäten mit gebrochenen Exponenten 
auf eine leichte Weise finden zu können. Ein^ sehr einfache Mehode, den 
Logarithmen einer solchen Facultät darzustellen, ergiebt sich aus der Gleichung 
(22. $. 7.). Sie giebt 

und hieraus 



ca+^jy' («»+«^y''~' 



1) lg fl-H = Ig m^ — lg (am + mi)''"~' + Ig d^"* 

Die Werthe der zwei ersten Ausdrucke rechts vom Gleichheitszeichen lassen 
sich in der obigen Form durch Logarithmen darstellen und der dritte nach 
der Gleichung (3. §. 21.) in eine Reihe entwickeln. Hiernach ist 

2) lg a^H = r Jg m - Ig(flm+,»d)'"~' + B^^^"^) - Ä(|). 
Der entwickelte Ausdruck selbst ist 

3) Ig a«H = r Ig m — Ig(am+mi)"^ — Ä(-J) 

am+nd+med, xm+ni^mrd. am^mhmrd ., /m^^»4±mrd 

+ ^ 

^ 12(cMM-)i<'-l-»nO 
mV* 

360(<wi+«/-»-«N>-<0* 
m*d* 
"*" 1260(a»+ii</+iiinf)* 
nCd-' 

1680((Mi<Miif+iiinl)* 

18* 
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Da hier die Grösse r wiUkuhrKch angenomnien werden kaiiiit 00 ist et, 
wie man siebt , leicht, der begleitenden Reihe jede beliebige Convergene su 
geben. Die Gleichungen (1. bis 3«) gelten für positiire wie fär negalnre Expo- 
nenten und geben 

4) Ig a ^l' = r lg m - lg(am-nd)"-- + i^C **"^**^ - Ä(|), 
und hieraus nach (3. $. 21.) 

5) lg a - '^ = r lg m — lg (am— m/)'^"^ — R(^) 

+ —^ — ^(r'—iir—^-hC^ ) = — ürf— 

. md 
"^ TS^tüT+md—Hd) 

m'd* 
"^ 360iam+mrd-ndy 

m*d* 
+ 1260(afli+«ri-iM;)'' 

Die vorstehenden Gleichungen werden einfacher, wenn man Basis und 
Zunahme =: 1 setzt. Es ist alsdann 

6) l»l' =/-Igm — lg(m+/i)'> + ^lg2« 

«Cr +1) -hii , m{r+l)+n . , . Wr+1)+» _ mCr+l)- ¥* 

m «^ m* .m?.- 

■** 12(«i(r+l)+j|) 360(jii(r+l)+n)«"*'l260(iii(r+l)+n)» 1680(«i(r+l)+ii)»"**— 

7) r^' = r Jg m — lg (m—n)"" + |lg 2-x 

+ — Ji 'gC-nS^ — ) - »'6 C— si ) —- 

•♦" 12(ai(r+l)-«) ~ 3e0(«(r^. l)-fir"*"l280(fa(r+l)-iiy'"i«0(m(r+l)-iir 
Die Brauchbarkeit dieser Gleichungen soll an besondern Fällen gezeigt 
werden. Wir wählen hiezu die Darstellung ^ des schon früher gefundenen 
Werths von 1*'. Setzt man in (6.) r=9, n=l,m=2, so ergiebt sich 

8) lg 1*11 = 9lg 2 - lg 3»'« + f ig 2« + l'lg V - 7ig T 
21 . 2 2» , .2^ ...^ 2' 



~ 2 "^ 12.21 ~ 360.21* ^1860.21» 1680.21^ ^ ■ - 
Werden hier die angezeigten Rechnungen «u^gef&hlt.iiud die Werthe der 
Logarithmen gesetzt, so erhält man 
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Ig 1^^ =r %70927<)0 — 83160616 + 10,722487« + 0,3900609 
— 10,5 + 0,00793650793 . . . . + 0,0000023995488 .... 
— 0,0000000062184.... 
Die Glieder der Reihe gebeo den hyperbolischen Logarithmen. Ihr Weiib ist 

lr: = — 10,492065855.... 
Der Briggische Logarithme ist 

X; = — 4,556646315.... 
Werden nun die Werthe der vorstehenden Logarithmen zusammengenommen, 
so erhält man 

1*'^ = iV0,9475449 — 1 = 0,8862269 ... . 
Dieser Werth wurde schon in (§. 15.) gefunden. 

Die JMethode lässt sich ebensowohl benutzen, wenn der Eiponent 
einer Facultat einen kleinen Bruch bedeutet. Ist z. B. der Logarithme von 
1^^ zu berechnen, so setze man in (6.) r=8, m=100, n=l« Dies giebt 

9) lg 1^'* = 8. Ig 100 — Ig 101^^~ + Jlg27r + 9,01 Ig 9,01 — ilg 9,01 

100 100> 100* 100" 

— »,U1 + j2 901 360.90P "*" 1260.90P 1680.90r "^ '" 

Werden die angezeigten Glieder berechnet, so findet sich 

Ig 1?*»1' = 16 - 20,6172911 + 0,3990899 + 8,6020703 .... - 0,4773623 

- 9,01+0,0092489826.... - 0,000003797721 ....+0,000000013365 .... 
-0,00000000012348.... 
Der Werth des hyperbolischen Logarithmen der Reihe ist 

K= — 9,000754801867 .... 
Der Briggische Logarithme ist 

Äj = - 3,9089781. 
Durch Ausführung der angezeigten Rechnung erhält man 

lAH _ iV0,9975287 — l = 0,9943257 .... 
Die Rechnung ist mit siebenstelligen Logarithmen gemacht. Die Ermittlung 
des Werths des hyperbolischen Logarithmen der begleitenden Reihe macht 
viele Mühe, wenn grosse Zahlen, wie in (9.) vorkommen. Man kann sich diese 
Rechnungen erleichtern, wenn man nur in dem ersten und höchstens in dem 
zweiten Gliede die Division wirklich ausführt, die Werthe der spätem Glieder 
aber durch Logarithmen sucht. Dann werden selbst siebenstellige Logarithmen 
genügen, weil die Glieder der Reihe stark convergireh« Die Gleichungen (6. 
und 7.) wurden vollkommen genügen, wenn (m(r'hl)-^n) immer so angenoni- 
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men werdcB koont«» das« sich die Zahl .10 oder ein Viellicbes von 10 ergäbe. 
Dies geht aber, wie leicht, zu sehen, nicht an^ Es ergiebt sich jedoch aus 
den Gleichungen (3. und 5.) noch ein anderes Mittel, stark convergirende 
Reihen abzoleiten. Die Glieder der Reihe in dietoi Auideucken lassen sich 
nämiich nach dem binomischen Lehrsatze in Reihen entwickeln. Bezeichnen 

wir der Reihe nach die Vorzahlen ^, öäq> i26Ö' "" '^^'' Kurze wegen durch 
a^, a^,^h,a^...., so erhaben wir 

md _ atd a^nd* Oid* n* a^d* «« q,rf* »« 

'*\(a+rdym+tuO'~a+$d (o+n/D'*» (o+nf )• * ai' (a+rrf)*'»» (o+n/)* «• "*" •" 
^ «*«/* ^ <hd* jey, <hd' n ,„, <hd* »Vifii a»^* /»\'. 

- ((a+rrf)«H-«0' -~(a+«/)' ^^^J« (o+r*/)«« ^'*^ (ß+rd)* m*'*'^^^\a^rdy ' ^fnT'"' 

, , , • •*• *• •••*'•• • • •'• •'• ( . • • • • »• », • (• •• 

m , ■ 

Ordnet man diese Reihen nach den Potenzen von —, so erhält* man sehr 
stark convergirende Reihen un4 der Ausdruck (3.) geht in, folgenden über: 



.w 



10) Igfl-I =rlg/n-lg(ö/n+nd)'-^-^Ä(^) 

"*" «rf ^^ m ^ «rf ' a^8v in / 

_ Jü r ^^* f^i ^' im ^* roi ^* , a * • 

Aus (5.) erhält ÖMB unmittelbar, wenn in (I(K) -^ n statt n ge* 

setatwird: - ) • 
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11) Iga^-H = rJg/n — lg(am — w/r-^ — Ä(-j) 

+ — ;;s — '8^' m — ^ US ^igC — - — ) 

■^ W Wn/ {^a+rdy "^ (o+rrf)» (o+rrf)^ t- . • . .; 

Diese Formeln sind ganz allgemein. Sie lassen sich sogleich auf eine 
Facuhät mit negativer Zunahme anwenden , wenn — d statt +fl gesetzt wird. 

Die besondere Darstellung von Igo*"! , und Igo"»' ist nicht nöthig, da 
io (§, 11. und 13.) der Zusammenhang zwischen den Facultäten mit gebro* 
chenen Exponenten bei positiver und negativer Zunahme angegeben ist. Es 
genügen also die in (3. und 5.) gegebenen Ausdrucke, indem sich von ihnen 
ohne Schwierigkeit auf die übrigen der Facultäten übergehen lässL 

Bei der Ausführung der in (10. und 11.) angezeigten Rechnungen sind 
die Glieder der zwei ersten Reihen durch hyperbolische oder Briggische Lo- 
garithmen unmittelbar anzugeben. Dies hat keine Schwierigkeit, denn man hat 
höchstens die Logarithmen einer Facultat von neun Factoren darzustellen und 
zusaminenzuzäblen. Die begleitenden Reihen fähren immer auf hyperboli^ 
sehe Logarithmen und diese lassen sich sofort auf Briggische bringen, wenq 
man mit letztern rechnet. Setzt man r = 9, J=l, a=l, so erhält man 
stark convergirende Reihen, deren Glieder Potenzen der Zahl 10 zu Nennern 
haben, und die also keiner weitern Rechnung bedürfen. So fmdet sich 
aus (10.): 
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12) lg ,^=ig„.-ig(^„r +iig2.+'^i«J5^-}'g^-i5s! 

+ *vift Ift« "^ 10* KT"*" W T^"^ lO*' 10** *""'^ 






10» 

3g, 

10« 

o, 6ag 



"iii«^10»~ 10» 






10« 
15^ 



5a, Ich 



10» 
9a, 



g» 
~1Ö"" 

lla^. 13a.. 
10» "*"1Ö^^ 



lü« 10» "^ lO" 

ISo, 28a7 45.a , 66.0» 91«,« 

10' 10» ' 10'* 10" ' 10»» 

35o, 8la7 165a, 286a„ ■ 455a,, 

10» lO"""*" 10" 10" "*■ lü" 



....) 



210.aT . 496.0, 1001a,, 
■ 10" ' 10«« 10'»"^ 



10" 10»» 



10" 

JQ17 "t""«.^ 

«80«» . X 



1820«,. 
10" 



2890a., . . 



10^ "*■ 10» 10" '^IM^ 10**~*" 10" lO'* 

21.0, 1280, 462fly , 1287o, 3003ou , 6l88ai. H628ou 
W ■*"10»« 10" ' lO** 10^"*" 10" iS^' 



^V\fi W'^10" 10" 



♦-...0 



Die Ermittlung der Werthe der begleitenden Reihen erfordert aller«^ 
dings viel Rechnung. Die Resultate sind aber auch sehr brauchbar. Es ist 
nämlich nothig, die Zahlenwerthe von Ci^ a^y a^ .... in Decin:ialbruchen dar- 
zustellen, sie mit ihren Vorzahlen zu multipliqren und dann mit den gehöri- 
gen Zeichen zusammenzuzählen. Die Berechnung der Zahlenwerthe von Oi, 
Ot, a^, 04, .... beruht auf den sogenannten BemouUischeti Zahlen; die in 
($. 19.) gefunden wurden und bekannt sind. JEuler hat in seiner Differential- 
rechnung (2ter Tbl. $. 132. 5tes Cap.) die fünfzehn ersten dieser Zahlen an* 
gegeben. Mothe hat die sechszehn folgenden berechnet (S. d. Joum. 20ter Bd. 
S. 11.)* Da ihr Ausdruck in Decimalbrüchen nicht unwichtig sein dürfte , so 
theilen wir denselben hier mit: 



13) «t = 




= 0,16666.... 


« = 


1 
do 


= 0,03333 


(5 = 


1 

42 


= 0,0238095238095... 


3) = 


1 

ao 


= 0,03333... 


e = 


6 
66 


= 0,07575... 


% = 


691 
2730 


= 0,253113553113... 


® = 


7 
6 


= 1.16666... 


•& = 


3617 


= 7,092156862745098039215686 .. 
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3 = -^ = 54,971177944802155388471177944 .... 

Ä = ^- = 529,124242424 .... 

g =^- = 6192,123188405797101449275362318840579.... 

^=^^^ = 86580,25311351648351648 .... 

01 = ^^ = 1425517,16666.... 

Man sieht, dass sämmtliche Brüche periodisch sind. Der Bruch <^ hat eine 
Periode von 16, der Bruch £ eine Periode von 22 Stellen. Euler hat die 
Dedmalbrüche (6tes Cap. d. DifTerential -Rechnung 2ter Tbl. §. 144.) der acht 
ersten Vorzahlen mitgetheilt, hat aber nicht bemerkt, dass sie periodisch sind. 
Wenigstens ist die Periode des Bruches «^ nicht von ihm angegeben. Die 
hiesigen Resultate stimmen mit denen von Euler überein. 

Die Werthe der Zahlen, welche nun zur entwickelten Darstellung von 
(12.) nothig sind, sind folgende: 

14) fl, = -g"r2 =0.0a3333.... 

«3= ^-^-=0,0027777.... 

"» = ^ • S^e = 0,000793650793650 .... 

a, — . ^ • 73 = 0,00059523809522380 .... 

o, = 4 . ^ = 0,000841750841750 .... 

a„= ^.jj^ = 0,00191752691752 

o„ = ^ . jg^jj = 0,006410256410256 .... 

a„ = ^ . jg^ = 0.029550653594771241830 .... 

a„ = ^^ . j7^jQ = 0,179644372368830573 .... 

«» = ^- • I9?2Ö = 139243221690590111642743221 .... 

Die spätem Zahlen sind nicht mehr nöthig, da sie nach (12.) auf die 18te 
Dedmaistelle nicht mehr Einfluss haben. 

Werden die vorstehenden Werthe nach (12,) eingeführt und zusam- 
mengezählt, so erhält man folgenden Ausdruck: 
CnUe>( Joonal f. d. H. Bd. XXXm. Heft % 19 



144 7. OMmger, ünierstieh$mgen über die amd^tucken EaeMUen. 

15) lg 1^1' = 91g m - lg(m+n)'<- + l^\^l^ - Jlg *-^+|lg2« 
- ^-^ + O' 0,0083305634333628712 .... 
-^ 0,0008325039273245763.... 
+ 4 0,0000831678408428730 .... 

Ifl 

- ^ 0,0000083058284670102 .... 
+ 5 0,0000008292210120777 ... . 
-^ 0,0000000827597352940,... 
+ 5 0,0000000082571696073.... 
-^ 0,0000000008235855311.... 
+ ^ 0,0000000000821209322.... 

— ^ 0,0000000000081859511 .... 
+ ^. 0,0000000000008153628.... 

- (i)"0,0000000000000812682 .... 
+ (£)"0,00000000000000800396 .... 

— (£)"0,0000000000000008059 .... 

oder auch 

16) lg 1^ = 9Ig m- lg(m+n)»l- + ^" Ig^« -|lg^--|lg2^ 

- 9,9916694365666371287 

- l . 1,00083250392732457 .... 

+ 2 0,0000831678408428730 . . . . 
-^0,00000630582846701.... 

Diese GleicbuDgen geben die Logarithmen der Facnhätep mit gebro- 
chenen Exponenten auf eine sehr bequeme Weise; besonders dann, wenn 

- ein kleiner Bruch ist. Der Logarithme lässt leicht auf zwölf bis fünfzehn 
Decimalstellen berechnen und es können su der Rechnung sowohl hjper- 
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boiische als künstliche Logarithmen benutzt werden. Wir geben den Loga- 
rithmen der Facultät l'^^ darch künstliche und durch natürliche Logarith- 
men. Aus der Gleichung (16.) erbalten wir 

17) lg l»*» = 9 Ig 100 - ]g 101««» + ilg 2« + 10,01 Ig 10,01 - i lg 10,01 
- 10.01 + 0,006330563433 .... 

-0,000008325039.... 

+ 0,0000000083167840 .... 

— 0,0000000000083058 .... 

+ OXM)000000000000829 .... 



Wendet man zunächst künstliche und zehnstellige Logarithmen an, so ist die 
begleitende Reihe, welche K genannt werden soll, auf künstliche Logarithmen 
zu bringen. Es ist 

Ig brigg. K= 0,434294481903 .... x - 10.0016777532974238 .... 
= -4,.3436734582.,.. 
Werden nun die angezeigten Rechnungen ausgeführt, so erhält man 

91g 100 = 18.0000000000 - Ig 101»'»«» = — 23,5720158224 

|lg27r= 0,3990899341 - J lg 10,01 =- 0,5002170387 

10,01 lg 10,01 = 10,0143451157 — lg brigg. K—- 4,3436734582 

28,4134350498 — 28,41590631«3 

Demnach ist 

18) lg. brigg. 1*1* = — 0,0024712695 = 0,9975287305 - 1. 
Dieser Logarithme ist bis auf die neunte Dedmalstelle richtig. Verlangt man 
ihn auf eine grössere Zahl von Declmalstellen, so kann man sich der natürli- 
chen Logarithmen bedienen. Die in (17.) angezeigten Rechnungen sind dann 
mit natürlichen Logarithmen zu machen. Man erhält, wenn man sechszehn 
Decimalstellen nimmt, aus (17.): 

9ig 100 = 41,4465316738928223 

ilg 2« = 0,9189385332046727 

10,01 Ig 10,01 = 23,0588817792045634 

65.4243519863020584 

— lg 101»l'" = — 54,2765722442871397 

— I lg 10,01 =- 1,1517922966635646 

— K =-10,0016777532974238 

- 65,4300422942481381. 

19» 
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Demnach ist 

19) Ig. oat. 1*1^ = - 0,00569030794006967 .... 

Bringt man diesen Werth auf künstliche LiOgarithmen, so findet sich 
20) Jg. brigg. 1^'^ = — 0,00247126934130826 .... 

= 0,99752873065869173 .... - 1. 

In diesem Ausdruck ist noch die sechszehnte Dedmalstelle richtig; wie sich aus 
dem folgenden Paragraphen, No. 16., ergeben wird. 

Setzt man in (15.) — n statt +h, so erhält man, mit Rücksicht auf 
(11.), den Logarithmen einer Facultät mit negativem Exponenten, und es er- 
giebt sich 

21) lg r^l' = 91g ;„ _lg(;„-nr+ilg2«+^ Ig^-ilg^ 



lOm-n 



(^y 0,00833056343336287 .... 
■^ 0,00083260392732457.... 



n« 



. .r 0,0000831678408428730.... 
+ -£- 0,00000830582846701 .... 

oder auch 

22) lg 1 ^' = 91g m-lg(m-/i)»"-+|lg2«+ -;jj^ lg-;;; ^h—ÜT 

— 9,90166943656663712.... 

+ — .1.00083250392732457 .... 

Ifl 

+ ^ 0,0000831678408428730 .i.. 
+ -^ 0,00000830582846701 .... 



Die Glieder der Reihen (15. und 21.) convergiren, wie schon bemerkt, 
um so stärker, je kleiner der Bruch — ist, und weniger stark, wenn — der 
Einheit nahe kommt. Jedoch geben sie in diesem Falle den Logarithmen auf 
wenigstens zwölf Dedmalstellen richtig an; was meistens hinreicht Man kann 
jedoch auch noch mehr Glieder der Reihe entwickeln und dann den Loga- 
rithmen auf eine beliebige Anzahl yon Stellen genau finden. Dabei haben die 
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Reiben den Vortheil, dass sie die Sumniirung von nicht mehr als nenn Loga- 
rithmen erfordern, welches auch der Exponent sei. Selbst noch, wenn sich 

der Exponent — bis zu l erhebt, geben die Reihen den Logarithmen auf we- 
nigstens zwölf Decimalstellen richtig an. Die Ausdrücke (15. und 21.) haben 
ausserdem noch die Eigenschaft, dass sie sich gegenseitig ^ergänzen, etwa wie 
Sinus und Cosinus, und dadurch die Darstellung des Logarithmen einer Facul- 

tät sehr leicht geben, wenn auch der Exponent — der Einheit nahe liegt. 

Für diesen Fall sei — die Ergänzung von — zur Einheit, so dass 
— — = 1 , also — = 1 — — ist. Dann ist 

»|i ,-J^-|.l|l 1— ^11/, Px « ,--^Il 

lm| =1 m ' =1 ml(l_— ) = — .1 ml . 

Wird nun l"^r nach (21.) berechnet (was jetzt leicht geschehen kann, da 
— ein kleiner Rruch ist) und wird hievon — genommen,' so ist dadurch der 



Werth von l'^i gefunden. Es ergiebt sich für die angedeutete Zurückfüh- 
rung folgende Gleichung: 

23) lg 1^1* = lg 1" «I' + Ig » — lg m. 

Eben so ist unter der nämlichen Voraussetzung» wenn — der Einheit nahe 
liegty umgekehrt: 

1 ml =1 ml =l'»l(l + :r-) =l'»l . — , 

^ m p 

also auch 

24) lg l"-^!' = lg 1-1' + Jg m - lg ;?. 
Nach diesen Gleichungen lassen sich Logarithmentafeln für Facultälen 
mit gebrochenen Exponenten , etwa von P^ bis 1^^^ construiren. Dabei kom- 

men die vier Grundformen l»»' , l~««l , 1"»'" •l"'»'" in Retracht. Es ge- 
nügt jedoch eine Tafel für die eine Grundform, weil aus ihr, wie gezeigt, die 
übrigen abgeleitet werden können. Die Hülfsgleichungen, welche dazu dienen 
sind, ausser den in (23. und 24.) angegebenen, nach ($. 13.) folgende: 

25) lg l^i"' = lg m — lg (m — n) — lg V ^\\ 

- — Ui — li 

26) lg 1" »»»r = lg m — lg(m+/i) — lg l»»! . • 



» 
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Hat man Tafeln der künstlichen Logarithmen auf eine hinlängliche An- 
zahl von Stellen, so kann mian die Gleichungen (14. und 16.) auch dadurch noch 
bequemer zur Benutzung einrichten, dass man die Glieder der begleitenden Reihe 
mit der Zahl 0,43429481 .... multiplicirt und sie so auf künstliche Logarith- 
itien bringt. Bei dier Ausßihrung dieser Rechnungen sind die Gleichungen 
(16. und 22.) zu Grande zu legen. Man erhält dann folgende Ausdrücke: 

27) lg. br. i^l^==9lgm-lg(m+nr-'-^ ,g!0^«_i,gl0^«+x,g2. 

- 4,339*26901302263773 .... 

- — 0,434656033765051676 .... 

+ 4 0,000036119334349867 .... 

- 4 0,000003607175470860 .... 

171 

4- —/ 0.0000003601261098235 

m* 

:!l 4-0,0000000359420963619 .... 
+ 4 0,0000000035860431966 .... 

- 4 0,0000000003576786515 

+ ^ 0,0000000000356646677 .... 

- ^ O.0O0Q000000O35551133 .... 



„ 0,0000000000003541032 .. 



n"> 



m 
•11 



- ^ 0,00000000000003529843 



;j" 



0.00000000000000351517 



^, 0,0000000000000003499 ... 

Vi 
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28) lg.br.r^l' = 9lgm-lg(m-n)»'« + (10-~-^)Ig*-^+l|g2«r 
— 4,33932690130263773 .... 

+ - 0,434656033765051676 .... 

m 

+ ^ 0.000036119334349867 .... 

+ ^ 0,000003607175470860 .... 

m 

+ 2l 0.0000003601261098235 .... 



§. 23. 

Eine andere Art, den Logarithmen einer Facultät auszudrücken, ist fol- 
gende. Nimmt man den Tojr/or'schen Lehrsatz zu Hülfe, so lässt sich die 

Function R (—^ ) in (5. $. 21.) in eine Reihe entwickeln , welche nach den 
Potenzen von nd fortläuft. Es ist nämlich 

Die Lösung der Aufgabe ist demnach darauf zurückgebracht, die Differentiale 
der Function •ß(j~) zweckmässig darzustellen. Hiezu dient die Gleichung (5. 
$. 21.) selbst. Sie giebt 

il(|) = Ä(*-^*^)-lga:*l-. 
Hieraus geht hervor, dass die Darstellung der Differentiale der Function 
JR(-r) von dem Exponenten k unabhängig ist; denn der Werth von B-irj) 

bleibt für ein und dasselbe d und x unverändert, wie auch der Exponent k 
sich ändern mag. Dies gestattet, den Exponenten so anzunehmen, dass sich 

die Differentiale von Ä("j) leicht finden lassen ; und dies ist der Fall, wenn k 
unendlich gross angenommen wird, weil alsdann die Glieder in der Function 

R C j ) vom vierten an verschwinden* Setzt man daher a statt /r, so er- 
hält man 
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— Clga:+lg(a?+rf)+lg(*+2«0+Jg(^+3rf) ... 
Bemerkt man nun, dass 

SO ergeben sich aus (2.) die gesuchten Diflerentiale und es ist 
^RC^) , 1111 

^^^ _ vi -JL_ _i_ _J_ 
1.2(Öx)» — + 5(x« •*■ (x+rf)« "** («+2«/)» "•" (x+3d)» -♦■••••) 

i 1.2.3.(8«)* ~ 5 V "•■ («+</)• "•■ («+2d/ "*" (x+3rf)* + ••••> 
u. s. V. Nun ist (S. 16ten Bd. d. Journ. S. 138. $. 127.) 
„ 1 Jl_ 1 1 

= rf 'gC^-*-*«^ " 7 's * + S + O? - 4730? + •••• 

Ferner ist <S. 14ten Bd. d. Journ. S. 330. §. 78.) 

11 1 1 

'4) i 



arP "^ (x+rf)P ^ (x+!W)P ^ (x+ddy 

~ ( j>- l)j!i^'</ "*" 2»f ■•" 2.6<F^» 4 . 30*»^ • 

Diese Gleichungen (3. und 4.) lassen sich auch aus (12. §. 19. und 

2. §. 21.) ableiten. Deutet man den Werth von (3.) durch .Sg , ^^ an, 

•wo für r die Werthe von bis ins Unendliche zu setzen sind, so ergiebt sich 
aus (9i $• 21.) und aus den hier entwickelten Gleichungen: 

5) lga.-i''=- Cnd+kn^d^:K(^y.- Wd'S,'^~yi + \n*d'Xf~ä>-'' 

Diese Gleichung loset die Aufgabe in aller Allgemeinheit auf. Der Ex- 
ponent kann eine ganze oder gebrochene, positive oder negative Zahl bedeu- 
ten. Eben so kann d positiv oder negativ sein. Geht man auf den einfachsten 
IiAV=l und x = l zurück, was um so mehr geschehen kann, da, wie in 
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($. 11.) gezeigt, jede Facultät auf diese Form zurückgebracht werden kann, so 
erhält man 

6) Ig 1* = - Cn +^srp -j:srp + jS^p -.... 
Diese Oleichung lässt sich auch noch zweckmässiger umformen. Man 
kann nämlich in jeder Reihe, welche ^^, ^^r^ * * " ausdrückt, das erste 
Glied ausscheiden. Wird dann in (6.) x statt r gesetzt, so ergiebt sich 

7) lgl"'* = -Cn+2--j + j-5- + .... 

•*" 2"-^ i« — J-Äi p •!- I -i, p — .. .. 

Mun ist bekanntlich 

demnach ist aus (7.) 

8) Igl-'»=t:-lg(l + i») + (l-C)» + ^^^-^^-i + ..., 

Diese Gleichung gilt, wie bemerkt, für jeden Werth von n, Sie eignet 
sieb, wie leicht zu sehen, besonders zur Darstellung von Facultäten, deren 
Exponenten Brüche sind. Man hat dann für die Werthe von C die Coii- 
ft^nte.. der harmonischen Reihen und die Summen der reciprpkeq Potenzen: 
flehen zu setzen. Es ergiebt sich 

r- 9) lg 1-1' = - IgC—') + ^ 0,4327 8433 2509 8467 13 .... 

+ ¥^0,6440 3406 6848 2294..^ 
+ j ^ 0,2020 5600 3159 6943 <;. . 
- jj 0,0823 2323 3711 1382 ..... I 



Für einen negativen Exponenten ist 

10) igr^''=-ig(^-(i-QS+^X^+^.:?a-^+4^:s^^ 
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11) Ig 1 -^1' = 1 - lg C''^) - -^ 0,422r 8433 1509 8^67 

+ ^ 0,6449 3406 6848 2264 
+ ^ 0,2020 5690 3159 50.43 
4-^« 0,0823 2323 37111382 



Die hier entwickelten Formeln lassen sich gut benutzen, wenn — ein 

sehr kleiner Bruch irf, weil dann die Potenzen von — schnell convergiren. 

Ist — ein Bruch y der sich | nähert, so sind viele Rechnungen nothig/ürn 

den Werth von ]>"i auf mehrere Decimalstellen geiiaüzu finden. In diesem 
Falle sind die Ausdrücke des vorigen Paragraph vorzuziehen. 

Bei der Darstellung der Werthe von lg 1«! und Igl""»! sind, wie 
bemerkt, die Werthe der Summen der reciproken Potenzenreihen nothig. Eit- 
ler hat dieseSummen (2tCT Tbl. d. Differenz. Rechnung 6tes Cap. ^. 151.) 
bis zur sechszehnten Potenz und bis auf sedhszehn Decimalst eilen berechnet. 
Legendre hat sie (Exercices d. calc. integr. T. II. Pg. 65.) bis zur 35^ten Po- 
tenz und ebenfalls bis auf sechzehn Decimalstellen berechnet, well er Tand, 
dass einige von JEuler angegebene Summen nicht richtig sind. Die UnterschSisdi^ 
in den von Beiden mitgetheilten Resultaten Jcommen bei den Supxunenaiisdnicken 
der 5ten, 7ten, Uten und ISten P(4enz vor. Um mich von der Zuverlässigkeit 
der von den beiden SchriftsteHem mitgetheilten Resultate zu überzeugen und 

die richtigere Angabe xu finden» habe ich den Werth der Reihe ^i^ nach der 

(im 14ten Bd. d. Journ. Nq. 23. S. 330. $. 78.) angegebenen Methode berechnet 
und folgendes Resultat gefunden: 

V« 1 = l,03ß9 2775 5143; 3^99 26 ... . 

Dieses Resultat ist bis zur achtzehnten Stelle richtig und stimmt mit dem von 
Legendre.^ htfzterer giebt 



JS*«^ = 1,0.169 2775 5143 3700. 



Euler hat 
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2t 7» = i;0369 2775 5106 8632; 

was allerdings von dem obigen sehr verschieden ist. Die Unterschiede der 
Summcnausdrücke der Uten und 13ten Potenzen in den von Euler und Le- 
gendre angegebenen Resultaten sind unbedeutend und scheinen von Druckfeh- 
lem herEtirübren, Da es nothig ist, die Werthe der genannten Summenaus- 
drücke zu kennen, so sollen dieselben hieher gesetzt werden. Der Kürze wegen 
bezeichnen wir sie durch «Si, «S^, & .... Es ist 

C SB 0^772 1566 4901 5328 606 ... . 

.^=0,6449 3406 6848 2264 

S^ =r 0,2020 5690 3159 5943 

S^ = 0,0823 2323 3711 1382 

St = 0,0369 2775 5143 3699 

Si = 0.0173 4306 1984 4491 

&, =3 0,0083 4927 7381 0227 

.S; =s 0,0040 7735 6197 9443 

St = 0,0020 0839 2826 0822 

Ä„ = 0,0009 9457 5127 8180 

Sa = 0,0004 9418 8604 1194 

Sa — 0.0002 4608 6553 3080 

Sa ^ 0,0001 2271 3347 5785 

Su = 0,0000 6124 8135 0587 

Sn = 0.0000 3058 8236 3070 

Su = 0,0000 1528 2259 40i36 

.Sit =s 0,0000 0763 7197 6379 

Sa = 0,0000 0381 7293 2650 

Sa = 0,0000 0190 8212 7166 . 

S^ = 0,0000 0095 3962 0339 

S^ = 0,0000 0047 6932 9868 

5a = 0,0000 0023 8450 5027 

.S;, = 0,0000 0011 9219 9260 

S^ = 0,0000 0005 9608 1891 

Sr^ = 0,0000 0002 9803 5035 

5» = 0,0000 0001 4901 5548 

S„ = 0,0000 0000 7450 7118 

S^ = 0,0000 0000 3725 3340 

20* 
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S^ = 0,0000 0000 18fi2 6597 

Si, = 0,0000 0000 0931 3!274 

Äsi == 0.0000 0000 0465 6«2* 

.^ = 0,0000 00090232 8312 

5„ = 0.0000 0000 0116 4155 • 

\<?„ = 0,0000 OOÖO 0058 2077 

.S;» = 0,0000 0000 0029 1038. 

■ •.'■. 
Diese Werthe können für die Rechnung noch zwedcniassiger clärge- 

stellt werden, wenn man die Division mit den den Gliedern zugehörigen Nen- 

. ausfährt. Dies giebt 

\S^ = 0.3224 6703 3424 1132 

iS, = 0,0073 5230 1053 1981 

18« =: 0,0205 8080 8427 7845 

18, = 0,0073 8555 1028 6739 

ISe = 0,0028 9051 0330 7415 

\8, = 0,0011 9275 3911 7032 

|Sg = 0,0005 0966 9524 7430 

IS, = 0,0002 2315 4758 4535 
isSit = 0,0000 9945 7512 7818 
Ä$u = 0,0000 4492 6236 7381 
Ä8u = 0,0000 2050 7212 7756 
hSa = 0,0000 0943 9488 2752 
ÄS|4 = 0,0000 0437 4866 789» 
Ä8., = 0,0000 0203 9215 7538 
hS„ = 0,0000 0095 5141 2130 
h8„ = 0.0000 0044 9246 »198 
hSu = 0.0000 0021 ^071 8480 
ÄS» = 0,0000 0010 0432 2482 
,' 8» = 0,0000 0004 7698 1016 9 
Ä8u = 0,0000 0002 im ^46 
Ä8„ = 0,0000 0001 0838 661« 1 
hSa = 0.0000 0000 5183 4750 4 
iiSu =! 0,0000 0600 2483 6745 4 
^8» = 0,0000 0000 11921401 4 
hSu =t 0,0000 0000 0573 ViST^ 
hSr, = 0,0000 0000 0275 M2S 
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ÄSU = 0,0000 0000 0139 0476 4 
hS^ ^ 0,0000 0000 0064 2296 4 
kSL ^ 0,0000 0000 0031 0442 
^Sa =: 0,0000 0000 0015 0213 
Ä;9» =± 0,0000 0000 0007 2759 7 
ÄS^ = 0.0000 0000 0003 5277 4 
Äfi^ = 0,0000 0000 0001 7199 
hS» ^ 0^)000 0000 0000 83154. 
Führt man nun diese Werthe in (9. und 11.) ein, so ergiebt sich: 

12) Ig 1P^'=- Ig *!^ + ^ 0,4227 8433 3509 8467.... 

+ -^ 0,3224 6703 3424 1132 

-■£" 0,0673 523010531981 

+ ^ 0,0205 8080 8427 7845 

- $- 0,0073 8555 1028 67398 

4 0,0028 90510330 7415 



«• 



n 



.T 



- -^ 0,0011 9275 3911 7032 



m 



13) Ig r ^' = - lg (~) - -^ 0,4227 8433 5098 4671 

' + ^ 0,3224 6703 3424 1132 

+ ^0,0673 5230 3053 1981 
+ ^ 0.0205 8080 8427 7845 



Diese Ausdrücke gdten för natürliche Logarithmen. Man kann sie in 
andere für Briggische Logarithmen umformen, wenn man sämmtliche Glie- 
der mit dem Modul 0,4342 9448 1 .... multiplidrt Dies giebt 
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14) lg.br. 1^' = -lg.br. ^V;^ 0,18361290376840 

-'■■ +4 04^00 456532118 

— :^ 0.02025073 2691 7 
+ 40.008038131534 
--4 0.00320750 4058 
+ 4 0^12 5533 2686 

-4 0,0005 1800 6442 

■• 

4^ 4 0.0002 2134 6662 

— 4 0.0000 9691 4880 
+ ^ 0.0000 4319 3849 
—4i 0.0000 1951 1217 
+^ 0.0000 0890 6169 

— ^ 0.0000 0409 9517 
«VI. iM : r " + SosftOOO 0189 098^ 

.j, <.. . . . 11.^^0,0000 0088 5620 

\ '■ •• ';■• ;■■ ■•■ ■)■..'.' 
15) lg. bn r y* = - lg ^^ - ^ 0,1836 1290 3768 40 

■ ■'" ^"-^ ''■■■ • ' '-■ ■ '■' • -» 

'+ %■ 0.1400 4565 3211 8 

fll 

, n» ^^^^ 



1 : 



T 



- I «Kl 

, . . . .... 



. ^0,0292 5673 26917 
:+^a0069 38iai534.,;./ 



Sucht man nun Qach den obigen Formeln den natärlichen Logarithmen 
von 1<^'*, so ergiebt sich aus (12.): 



7. OMHgeTi ÜHlenmhmgtn ibtr die malgüieheii FaeHÜäie». 157 

~ lg 1.01 SP ^ 0,0099 503» 0863 16SQ 82 ..... . 

Für den Werth der begleitendeo, Reihe erhalt nän = 

fi: =: 0,0042 6002 2907 0984 3 ... . 
Dies giebt 

16) lgnat.lA'* = — 0,00569030 79460^65.!.. ' 

Aus dem hier und im vorigen Paragraph gefundenen Werthe .yon^Ig.1^^'^ 
ergiebt sich, dass der Logarithme bis zur sechszehnten Dedmalstelle richtig ist. 
Benutzt man die Fwmeln (14. und 15.)/ welche für gemeine Logarith- 
men gelten, so zeigt sich, 4bss die Werthe der Logarithmen bis zur neunten 
Dedmalstelle richtig sich finden lassen. Man erhält aus (14.) 
17) lg brigg. rWi — _ 0,0024 7126 94. 
Dieser Werth ist bis zur i^eunten Decimalstelle richtig. 

§• 24. .:.....;. . ...;.. 

Zu den bisher gegebenen Methoden, den Logarithmen einer FacuitSt zu 
berechnen, theilen wir noch folgende mit. » . ' jüui , _ . 

Wird in (3. $. 21.) 07=1, Jssl gesetzt, so ergiebt sich, mit Rücksicht 
auf (5. und 14. §. 21.): 

1) lg r«^ = (n+1) lg(/i+l) - /i-l - |lg(n+l) + JIg27r 

1 1 1 

•*" 12(n+l) ~ 360(n+l)« "*" 1260(n+l)* ~ ••• 

Bezeichnen wir nun die Reihe rechts durch S und die Vorzahlen ihrer 
Glieder« wie früher, durch Oi, a^y ^ ••.. und benutzen das Binomium 
o\ 1 1 |. - o - - a' - - q* 

^ ix+ar" ~ i~ "" ^^i^^^ •*■ l^ii^ ~ l'wJspsS + •••• 
zur Entwicklung der Nenner in S^ so lässt sich einerseits a; = n und a = l, 
und dann 07=1 und 7}=a setzen. Im ersten Fall entsteht eine Reihe, deren 
Glieder nach den fallenden Potenzen von n, im andern eine Reihe, deren 
Glieder nach den steigenden Potenzen geordnet sind« Demnach ist 






158 7. (kämger^ Owhmmhtmgm über 4S$ €mei!/ii8ehen HmUäietL 

Bezeichnet OMn che Vöntähl des Iteh Gliedes diesem fteihe durch Br, 
so ist die Form dieses Gliedes folgende Reibe: ')•' > SV 

Die eingeklammerte Reihe bricht ab, wenn r — ^ pegativ werden sollte. Dem- 
nach ergiebt s(ich' folgender eAtwicLelte Ausdruck: 
5) iiil^^(n'^iMri^l)-^(n+l)+^itit^ ' •; \ '/ 

• "■;--'-^-^-. ■ • •• ■ ■ -(ä,-fl],4+[*]x«.)n-* . /' 

• -(a,-[3]50,+[5]3fl.-[7la7)«-' 

In dieser Gestalt ist die Gleichung nicht brauchbar. Man kann sie aber 
umändern, wenn man die Werthe för Oi, a^, th *"•> ^^^ i" 0-^' $• ^0 3"' 
geg^n nndi; einführt.; D«)Qq ergeben sich fiiir diie VorzaUen der Glieder der 
begleitenden Reihe folgende Werthe i 

9) Bt ^ ^ =0,«833» ...C , : 

. ^» = S =0,0833 3.... 
Bi = ^ =0,0805 55;... 

.^■'■Äi,=,'i;,=o.075 .,.;•' V!, .• . ,, 

; Bi » ^ c^ 0,0^74 6031 74«931 ..... 
; .Bb = ^34» 0^0595 2380 9523 80.,.. ( 
^ -fc -jg- «0,0529 7619M74) 1964 ...: 



1092 

u. s. w. Aus (5.) ergiebt sich 



jß, = j^ =0,0486111.... ' 

B, = -^ = 0,0452 8619 «286 19 .> .. 
\B„» ^ =? 0.0409 090» 0.... 
«Tu = ^g = 0,0359 6126 0961 2609 . . 
Ba= Si =0,0352 56410256 4102.. 
£„ = .-^ = 0,0393 7728 9377 2893 .. 



Ill\: 



7. (ktüngerj Untermc/iungen über die anatj/Ühhen FlMuliäien* IQ19 

'T) 1gl-*==-(n+01g(l-*^nj-(n+ir+^^ 

■*■ 12n 12n« "*" 360»» 4üii* "^ 252»» 84.»* "^ •'• 

Diese Reibe eignet sich besonders zur Berecbnting der Werthe der Fa* 
cu^^äten von grosser Faclor^nzabl. Sie wird dieselben uoi »o genauer geben, je 
grosser fi ist. Entwickelt man die Glieder von S in No. 1., indem man in (2.) 
^aalT'fl^n sel«t, so erbjUt man 

— Ö3 + SöTa/i — [3]2Ö3n* + [SjaöTon^ - [3]4Ö3^^^ + CTsfla/i* — . . . . 

st . - a-i + 707/1 •^:[7]aÖ7W^ ^.[7]3Ö7n^ - [JL^^t^^ + [SJsö,/!* - .... 



<. 



Ordnet ' man nun den Ausdruck (S.) nach den steigenden Potenzen von n und 
bcdeicfanet der Kürze wegeii die Vorzablea der Reihe durch JD^V-^i 1 T>^ ..•• 
so ergiebt sich folgendes Gesetz für das (r+l)te Glied: . :i *. ?• 1 >- 

Die Glieder diesei* Reihe laufen ikis Ubehdli^e fort. Man kann jetzt 
die Werthß.yen %, a%, a^ •••. auf die J?^r/ipiJ//scbe.n Zahlen brinaen. Es 

^^ — t:2' ^3-0' ''» = 5:6' '^7- 7.8 : 

^\ ■ ^ 
wo nach Eulers Vorgang $(, $B, @, 2), • • . • der Reihe nach die BernoulUschen 
Zahlen bezeichnen. Benutzt man jetzt die Gleichung (9.), so ergeben sich 
folgende Ausdrucke: 

*"; . ^^'o— 1.2 ~ 3.4 ■*" 5.6 ~ 7.8 ■*■ 9.10 "••• 

n -i. /^ il A. P- _®_ \ 

M — (i_2~ 4 ■*" 6 "~ 8 ■*' 10 —••••-' 

; D,=i KSl- « :+ © - 3) + e -....) 

x/j — 3^2 2 "'"2 2 2 •••■' 

. *; ,/3*flr ö-6<» . 7-8^. 9.16», ^lK12vu ■ = 



I • 



JA— 5(2.3.4* 2.3.4'° 2.3.4® 2.3.4 *T,vy^ 
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Die in Klammern eifig.e8chlosseneD Reihea lassen sich siunmireo, wenn 
die von Euler (DiiTer.-Rechn. II. Thl. §. 158. wd §. 161., 152.) gegebenen 
Ausdrücke benoUt werden» Es findet sich 

11) 2>, SS l~|lgifer SB l—^lgS» 

/>,h =— (Ö,5T72 156 .... — 1 + D» Ä — n . 0,5772 156.... + n — \n 

ß^t'sz K0.«449 340 ....-l+|)/»»=-l-^0,644934a...-y+i,^ 
l>,n» =- K0.2020 5690.... - \ +i)/»* =- l'o,20205690.-. +1^+1 . J 
DX -+ |(6^08a»^33Ä3.- -1+1)«*«:+ ^0,082323 .«+^+i ? 
/),»• =_ S(0.0369 2775.... - f+ J)n» =- 1*0,0369 277 ... + jj-l •? 

• • a • • • •.•• • • *,• «^a« • • • • • • • • • • •• • » •,• • •, 

' Di«sen Erörterungen zu Folge stelh sich die Gleichuflg (l.) unter fot^ 
gender Form dar: . > 

12> ig r" = (n+1) lg(i.+l) - n-1 - |lg(ii+ 1) + |lg 2* 

Solleta 'di^ Werthe für die Glieder der begleitende« Reihe Üti^X^t. in 
12.) eingeführt tlrerden, so sind die zwer Reihen rechts des Gleichheitszeichens 
in (11.) zu beachten. Sie lassen sich auf folgende Weise kürzer darstellen. 
Es ist 

' 13) -|lg(«+,l) 



= 




in + 


2,2- 


2.3 "*1 


.««■■ 
2.4 — 




= ' 


— 


n 


+ 


2 — 


-3" + 


4 ~ 


»».. 
■5- + 








— 


n« + 






4 ~ 


s: 


— 


n 


+ 

« 


+ 


2.3"~ 


374 + 


4.5 "~ 



folglich ist auch 

14) -(ft+l)lgC*4«l)+i»Jfen-^ "^Ä ■" £i ■*■ O ~ 

Werden nun die Wertht WS (11^. la und 14 »12.) eingeführt, so er- 

giebt sicli * ' \ '^ '• * v. ^ - 



- .^ 15) Ig ri^=-lg(ii+l) + a -0,5772 15«6.,,.)n 

+ |n\ 0,6449 3406.... 

~ j, 0,2020 6690.... 
+ f .0,0823 2123.... 

Diese Seihe fallt mit der in ($• 23. 8«), zusamipen,; w^wegen dorthiiY ter- 
wiesen wird. 



-•*- ■§. 25. ■ 

Wir machen noch eine andere Anwendung von den (in §• 20.) ge- 
fundenen Gleichungen auf die Darstellung der Logarithmen von Facultäten: 

Im 14ten Bd. d, Journ. (No. 18. S. 262. §. 72.) ist gezeigt, dass für 
jede Reihe, deren (jlieder abwechselnde Zeichen haben, folgende Gleichung 
^t^ wenn n eine gerade Zahl ist: 

. J I -A0 JLi + A2 . J^Z • • • • + -Ab = 4» -^»4-1 "I" b J^O • 

■ • - •■ . ' ' • . - . . ; • . . . I . ■ • ' 

Ist n ungerade, so ist 

I . Zj Ji-a -Ai + Ji% — ^3 . . . . — " Jin ^^ S -^nH-l "t" S J^^* 

rWii .• . ■ ■ ;: 

In ($. 20.) ist gezeigt worden, wie die Functionen Z'^X^i, ^^X^ entwidiselt 
werden. Führt man die angezeigten Operationen aus, so erhält man 
«»larf d d^ d* 

11 if , d^ d' / nd'' 

+ 5'g^— i^ + S.a«« 4.5a>:*"i«.7r'~-"- 

a?»iarf d d* d* 

^y .'g (5+40-1^ =— JIg(ar+2/irf)— 4^^^2«d) "•■ 8.3.(94-2rc2)' ~ 4il.(«+2iirf)» ■*"•'•' 

f,.v: -^-^'g^-ii + rsp-iTfer^ + iTTTir- •^- - ^ 

Wir setzen auch hier, wie in ($. 21.), statt der 'beiden ins Unendliche 
fortlaufenden Reihen einfachere und ähnliche ZeicfatD^nd drücken die Glei- 
chungen auf folgende Weise aus: 

21» 
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Gebt man kiun wieder auf «inraab^re Falle über' und setet J=sl, a;=l, 
so ergiebt sieb aul (3. urid'4.) 

V 'g 2-111 — 5'g0ß'»+ U + 4(2n+l) "~ 24{2fi+l)» "*" 20(2»+!)» ~ ' ' " 
4 ^ 24 20 ^ 112 ~-*- 

8) %ä=r«-^i'gC'2»+i)--4iar?r)+54^rn?~2ö(s:^ 

1 1 2 17 

4 "*"24~2ü"*" 112~ •••• 

Es handelt sich jetzt wieder um die; Werthbestimmuog der Function 
.<S(1). Au9 (29. §. 13,) erhält man .für ein unendlich -grosses n: 

Wi>d in, (7.) ngleichfaIJs ypendljch --gross; gesetzt, so findet sich , 

10) aS'fii = 5lg(2/i+l) '^^ 5(1)^ ^'^^^ ^ '' • ^ 

Nimmt man von 9 den Llogarithmen, so erhält man aus (9. und 10.): 

^ Jg2 + Jjgn-iIg,r = 5lg(2/H-l) + Ä(i). '"' " ' 

Da nun bei unendücb- grossem n der Ausdruck Jlg(2n+1) in jlg 2n iiber- 
igeht, S6 ergebt sich ' ' ' ' '- 

11) 5(1) = iig -. 

I^er näibliche Wehfii lässt iticii' ^a^^ Es^fsk 

12) ls^= '^^i(^^+^)'^'^^S^'*-ii^^ 

13) %^^-5%p*»+l)+Jlg|--4^)^2i(^-ä^^ 

"^ Dies^ Gleichungen lassen sich leithtzu weifeirh Ableitungen benutzen. 

£$ ist z» B. beluMtUütlicV . . y. ..[ -. ., ' :, ' 

_ 1.3.5o^(2n— l).2.4.6....2ft 

)'"'•' l«2«yf»««ll«l«2«3««««fl 

'■\'^ •■■ > ; ■ = "FT-*, .. 
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Wird hier Zähler und Nenner mit 2" mulriplicirt, so ergiebt sich 

2n(2n-l^..(n+i) _ 1"''.2'.2" 
'^*) 1.2...^ ~ 2"i> • 

Verbindet man (13.) mit (14.), so folgt 

und da bekanntlich 

(2n)„ = l + n.n+ (n\(i^^ + (^%(^% + (^)4(^)4 + .... + 1 
ist, so hat man ferner 
16) lg[l + n^ + (n\(n\ + (n%(n\ + (n\(n), + .... + 1] 



::. f 



(Die Fortsetsi»! folgt.) 



1--- 
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8. 



;«-J: 



Einiges über die Berechnung 4er retfUen 

^Wjurzeln numeriiseher Gleichungen mittelst 

Ciluie Ende fortlaufender iTeflien. 

(Von dem Herrn Dr. WalHno^sky in Triest) 



liis sei ä: = aiy+a2y^+a;^y^'i-..., = '\\){y) und ^\r^9(jd' ^^ i** 
nach der bekannten Umkebrungsformel : 

wo*.(0) = ^^^^^fürz==0is^^ 

Ist ai=jB,„_i, «„=1 und a,, a, .... o^i, 0,^.1 .... = 0, so wird 

a;=B„^tX+y'"=ip(j) und g)(.y)=B— +y==i- 

«p(z)^> = £^, +( 1 ;5_, ,z^' + K 2)B^^ .««<-« + .... 

.... + ( ;> ;i?^x .z'<—" + .... 

und 4» (0) = 1.2.3 ....(r— l)rV ^o /jBm-i , wo r=ss/?(m — 1) sein muss. 
Auf diese Weise wird 

W ^ = 5^1-^ "*" ^^ ^ ^ffii "*" 2(m-l)+l^ 2 ^'^W'"^'- 

1 /-0>(m~l)+l)\ P(m-l)+l 

Um zu untersuchen, in welchen Fällen diese Reihe convergiif, nehmen 
wir den Quotienten -^ bei unendlichem Wachsen von /?, wo also Up das 
ple und i7/i»^i das p+lXe Glied dieser Reihe bedeutet. Es findet sich: 



& WaUätowskjf, zur ntmeritekat Ai^iSnmg der Qhkkmgea. 14^ 

((,>-l)(«-l)+l).(K«»-l)+l)(p(«-l)+2).... 

t^tl (p(m~l)+p)(r(m-l).|.p)x— ' 

ü, — (|i(«i-I)+l).((7^-l)(«i-l)+l)((p-lX»-l)+2)....((p-l)iii-l^+p-l).p.Ä-. 

Hin. j^^ —■ ^(p(^|)_«+2)(K«-l)-«»+3)....(p(«»-l)-«»-hP)ß:-i 

_ (j)(«i-l)— m+p+l)Cp(»t-l)— <iH-p+2)....(y(«»— l)4-p-l).»iM!*~^ 

" (j>(«i-l)-iiH-2)(p(*-l)->»+3)-K«»-l;.ft-i 
(pt— («I— l))(yii»— (m— 2))....(jm~l).m.jc*^^ 

«- ^ = - (^-"»-^ = -5^ • £• w'i'h'. >b^ di. Co. 

yergenz den nothigen Aufschluss giebt. 

Schreibt man in (1) — B^ statt o?, wodurch also 7m+Ä»-iy+-Bm=='® 
wird, so ergiebt sich 

wo (—!)'" > — iv*"^g" ^^^ ^*^ bckawate Weise über die Tauglichkeit die- 
ser Reihe zur Berechnung von y entscheidet. 

Es sei z. B. y+4/+2=0, so erhält man: 
12»-, 2* ^^. 2" 

filimmt man nur die drei ersten Glieder, so wird jr =0,492 797 8; welches noch 
Uk der vierten Decimalstelle richtig ist. 

Es sei nun a7 = ß4;)r + flj/+Ö3jr» + .... + ö^jr~ = l|;(jr),^ == g)(jf), 

also ?k^) =a,+a.s+a,*VMTä;;^ 



so wird 






wo, wie bekannt, 



IQß 8. WaUnowsky^ %ur mmmtehen Jttflösung der Glekhängm. 

-X .!•.■ .:-., ... .,:- .. ,,... .. . : - 

^. = -. 

1 'iJ _•■?»■■■■• ■ ■■ ■■■■■■■■ ■-. 



\ 






V-' ■ . •••\) 



1 ";;# — >io ^ -i_ «# ^ Oft 'ii^i Oft ^ -t. 7 ?i^ j. 7 St«* «k . 

6 • -^« = '*2.^, + 8*.^ - 28,,^ T- 28.-^.+ 7.<^j+,7.=^j»-gj 
irt. Nua ist fi|t r > m: ., -w^ ; ;; ,. ., . :>.J,t 

n 

J ,...^((m— l)n— (r-^m))nn.iir-m4.i . *\ 

also , . . 

(n+r— 2)ii4jli+(2ji 4-r--3)a3 -rfr-a + (3« 4-r*^4)«ij^,_.3 + .... 

— n 
Ol 

= (oi + OjZ + flsz* +.... + a„a'"~')"' und 
^f^^i: ~ir^t) .■ -rM^ ■ •■■'■ i w ;•!-.;■. !")il, 'i.:! ii.ii ü'mII IüiiiiI/ 

(^, + ^aÄ + . . . . + ^r^*-* + ....). (öi + 022 +03^1»; 4^ . M riTt^v^O 

=^,-<^i + -r^jz + ....+ >4r2i'^\+ ..f IS** 50 findet sich_ ,, . * 

-<rfi) -(M-i) -C'+s) HH-i) -(»+1) * '-m ^ -r 

Schreibt man in (a) r + \ statt r, so ergiebl sich • •^- - ^i-v^vi-: */ . ' 

also vermöge (y) und (^): 

— — / -(»H-i) H'+i) -('41) -('4-I) \ • 1 • 
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-c+i) -(N-i) -c+i) -(M-l) 

/x\ *4' ..^ ^^[[; :^ ^ Ar 

V^/ -'• -('+0 H^^+1) ^^40) HM^I) • 

/ar -/fr Ar ^^ 

Sie uligemeine Form der einzelnen Glieder von 

(/7| + a^z + öaz* +....-+. ö^z'^O^^^" ist: 

wo /?!, ;92, ;t73, .... p^^i ganze, positive, an die Bedingung p2<^Pf P3<Ptf 
• ••*Pm^2< Pm-3» /'m-i < )f?m-a gebundene Zahlen vorstellen, und jene der Glie- 
der, vrelche z mit dem Exponenten 5 haben, eben dieselben, unter der Bedin- 
gung jedoch, dass noch überdies /?i < ^ und />x -1-/72 -§-/>> + .... -^ Pm-i = s 
sein müsse. 

Nun sei a| negativ und sämmtliche Grössen ^0^,....^;,^ seien positiv, $0 
werden die den Coefficienten von z' in (oi-hflf2Z-f-....-4-ö,„z'^*)*"^'+*^ bildeodeo 
.B^standt^eile sätmmtjich dasselbe Zeichen erhalten ; und zwar wird da» Zeichen 
positiv sein, wenn r-f-l gerade, und negativ, wenn r-f-l ungerade ist; woraus 

auch folgt, dass bei dieser Annahme -^ immer negativ sem mms. Aus 

Ar 

ebf^ diesem Grinnde erhahen die Brüche 

-(r+I) -(r+1) -(r+l) -Ir 

:^»v4iö' •••• -(^' ^mmtlich das Zeichen + und ::j^, oder der Aus- 



idnick hmerhalb der Klammern im Nenner von (d)| ist negativ. 

-('+1) -r 

I • 'Die durch ^^ und ^« vorgesteUten iarrössei» weioheo, wi< man aus der 
allgemeinen Form der sie bildenden Bestandtheile siebte nur insofern von 
einander ab, als in ersterer — (r-i-1) an die SteHe von — r in letzterer zu 
«mImri 4omfnt, Der Untersdiied dieser Bestandtheile li^ ako nur in den 

/?! /öi'^C^H-Pi-f-l), welche in -^„ uiid v/>i/öi""^''^»^ welche in -^, 

i^<yrfbDnmien. lÄvidirt man (/^Jöi-'^*'*^') durch { pi jöi'^Cr+Pi^*); iso findet 

-•^^ — ^«Äi, welches mit pi verschiedene Werthe annimmt Ist 5==r, »o 

\»ßu pi hie grosser als r — 1. und nie kleiner als — ;? werden. Es fallt also 
Crdle't Journal f. d. M. Bd. XXXin. Heft 2. 22 
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— r 

bei dem unendlichen Wachsen von r, -j;^. oder der Ausdruck innerhalb der 

a fit-— 1 

Klammern im Nenner ron (rf), zwischen die Werlhe ^ und •"^•«i- Aber 



a^ + fla ;^1 + a;i ^^^ + .... + ji^^^"^^ ist negativ: also muss die aus po»- 

-(H-l) -(/+!) -(/+!) 

sitiven Gliedern bestehende Grosse ö^ar^^ +^3r(5r, +^4r^+ 

-« ,. -« r ' -Ar 

4- fl^ — j^i* < I^» , mithin um so mehr noch 

-C+l) -(z+l) -(M-l) 

•-^^) ^ 2aa ' "<J^i> 2aa ' •"• -^^ 2.a^i 
sein. Dies Alles gehörig berücksichtigt, findet sich leicht, dass 

-<^4•l) 

-:^ < (4a2— 8öi€%flj'*r-4cia4or*— Söiöjör^ — .... — TOöia«fl~ii)^ (5), 

2llKli 

aber > (mJ-iv^ ^®*° müsse, insofern vorausgesetzt wird, dass m>'2 fci. 

Der numerische Werth des Quotienten ^^t föHt also, wenn Ox 

— .Ar.^ 

X 

negativ ist, o,» ^# •••• ^m ^ber positiv sind und r unendlich wächst, zwischen 
(4a2 — 30x03^* — 4fliÖ4fl5"* .— Sojiijflr* — .... — m.ckiO^ck^x^üi^x' und 

2mai 
(m— iw *^* ^^ ^^ erstere Grösse > kleiner als 1, so convergirt die Reihe (4.) 

sicher, und ist TJJ^Ziw^^J» 5o divergirt sie gewiss. 

Aber es giebt keinen ungünstigeren Fall für die Goovergenz derJEteihe 
(4.) bei denselben numerischen Werthen von ^i, ^, a»; !_••• ^m und 07, ^enn 

man von dem Zeichen von — ^^.o? ^bstrahirt, als der> eben vorausgesj^tete. 

A 
Denn in diesem Falle bekommen alle, die Grösse ^„ znsammensetzendeii Glie- 
der dasselbe Zeichen, und geben ihr daher den grössteo numerischen Werth» 
dessen sie bei speciellen Annahmen ^ür die Zeichen von £2|, Os, .... ä« über« 



8. WaUmncskyy zur numerischen Auflösurig der Gleichungen. 1Q9 

haupt fähig ist« Convergirt also die Aeihe (4,X wenn Oi negativ und o^ . . . . a^ 

-('+1) 

positiv sind» ohne Rücksicht auf das Zeichen von -^^.^^ so convergirt sie 

auch in allen andern Fällen: immer vorausgesetzt, dass die numerischen Wer- 
the von Ci, 02* .>.> a^ und cc dieselben bleiben. 

Um die Convergenz der Reihe (4.) wenigstens einigermassen zu beur- 
iheileo, hat man also nur den Ausdruck. (5.) unter der Bedingung zu bilden, 
dass seine sämmtlichen Glieder das Zeichen + bekommen, so dass sie sich alle 
summiren ; und findet sich dann, dass diese mit dem numerischen Werth von a: 
multiplicirte Grösse kleiner als 1 wird, so convergirt die Reihe sicher. Von der 
in. dem besonders hervorgehobenen Fall gewiss eintretenden Divergenz, wenn 

7— ^jT-i. 07 numerisch grosser als 1 sein sollte, kann man jedoch nicht auf 

die Divergenz auch für alle andere Fälle schliessen. 

Es lä^st sich noch folgende Betrachtung anstellen. 
Die Formel C^) giebt 

-^ H'+I) -(H-l) -C+l) -(r+l) -(f+I) 

sodfinn ist 

h4i) 1 -(»+» 2 -^'+i> m— 2 -^H-w 

folglich 

-r 1 -(1+1) -(r+l) --('4.1) 

(rj) ^=— (1-+- — j)(ö2y#^i+2.Ö3^^_a + 3.a4^^_3+.... 

-(H-l) -C+l) 

Ferner ist nach (a): 

H'+i) 
also nach Elimination von 2a2^^: 

-(H-i) 1 1 'oj -<*+« 

(*) ^^i=~-[(3^-2(2+— 1)2;)^^,-|..... 

....+(m.a«— 2(m— l+;:3f)-^)^,.^a— 2(m+;^ 

ImiM i»^ w«B«o (*) Mnd (i?): 

22* 
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-(r+l) -|-[lfiaiaOT— 2(m— l-f--^ r-)öl«m-l]-^r-m+2— 2(1»+ Y^^«»-''"-*»+* 

i| .- 1 ^"^^ ^""^ 

JZ!!! J • -(,4.1) ~(r+l) -(rfl) 

Stellt man sich öi als negativ, a^, a^, .... a^ als positiv und r unendlich wach- 
send vor, so wird offenbar -r?^ numerisch kleiner sein, als der grosste Werth 
unter den Ausdrucken: 
;^ • ^ • S:2L^ ■' '•" ^ ' (»-9)a«-i ' «; ' (if^l)a^ ' 

-('+1) J o 

Das heisst: um so mehr ist numerisch -^^ < "^ -SP» ^^ 9 ^^" grÖssten 

Werth bezeichnet, welchen ^ — erreichen kann, wenn man für den Zeiger n 

nach und nach die Zahlen 3, 4, 5, .... m — 1, m, setzt* 

Ist also (—5- — ^»Sp)^ numerisch kleiner als 1, so convergirt die 

Reihe (4.) gewiss, wenn Oi negativ ist und a^fQ^^^^.^.a^ positiv sind. In andern 
FSUcfH d. h. wenn nicht gerade diese specielie 2ieichea-Condnnation des^Goef- 
fidenten ai, 029 -.••Hm Statt findet, hat man den Gliedern im Ausdrucke 

(*nr + ^.9})a7 durchaus das Zeichen + zu geben; und findet man, dass dann 

derselbe kleiner als 1 ist, so convergirt die Reihe (4.) gewiss* Jedoch kann 

4ar 3 
man nicht auf die Divergenz schliessen, wenn (^"♦"r"9)^>l sdn sollte. 

Handelt es sich nur um die Bildung des Ausdrucks (--^ + —9)^ 

(in welchem, wie gesagt, allen Grössen das Zeichen + zu geben ist)^ damit, 
wenn er kleiner als I sein sotke, auf die Convergenz von^ (ß.) mk Sicherheit 
geschlossen werden dürfe, so kann man sich, wenn eine, oder mehrere der 
Grössen ^2» ^» ^4 •••• ^m gleich Null oder sehr klein sein sollten, statt dersel- 
ben beliebige posilite Grossen gesetzt vorsteUen, und 9 10 berechnen, als ob 

diese Grössen statt 0* oder A in ii,„y"*-t-ö^ry'^*"»-— +^ai7'^-^i7 — ^7=0 
wirklich vorgekommen wären. Die Richtigkeit dieses Satzes erhellet sogleich» 
wenn man bedenkt, dass die Reihe (4.), wie sie ffir y au9 ^der TO^gdegfM 



t: 
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Gleichung folgt, gewiss convergirt, wenn eine andere conyergirt, deren einzelne 
Glieder sämmtlich grösser sind, und bei welcher die Convergenz ohne Ruck- 
$i€ht auf die Zeichen der einzelnen Glieder Statt findet 

Eben so können zur Berechnung des oft erwähnten Ausdrucks, unbe- 
icnadfet seiner Eigenschaft als Kennzeichen für die Convergenz von (4.), in der 
angegebenen Art statt einer oder mehrerer der von der Null verschiedenen 
GrSssen unter den Zahlen atj, «3, .... a^, /grossere positive Werthe angewendet 

4g 3 

werden; woraus sogleich folgt, dass, wenn (^ + ~).a: (wo g und Oi positiv 

zu nehmen sind und g den numerisch grössten unter den Coefficienten 02, 
a^f €i4 .'.' Om bezeichnet) kleiner als 1 sein sollte, die Reihe (4.) gewiss con* 
Tergiten muss. 

Für y + \y' + ^f +y' +y + jq = z. B. ist (^f + ^)^<1 und 

miD findet ^ = — 0,1 — 0,01 — 0,001 6 — 0,000 358 8 — 0,000 055 

•-* 0,000 016...., d.h. wenn wir hier stehen bleiben, y^s— 0412 096. In 

^ Tbat liegt eine Wurzel der Gleichung zwischen — 0,1121 und — 04122. 

Setzen wir in x ^=^aiy + a2Y^+a^y^ +.... + a^y"", yssia+ß, so wird 

P^o+ f^i(o+ y\ ^^ + r^ . 6>' + . . . . + 1.2.3 .. m'^'^~ ®' ^^' ^® bekannt, 
rt = fl^^+«^i/?""*+a»^»/5""' + +a,ß-a: 

Ft = TOCm-l)a^/3--'-t-(m-l)(m-2)ö^^,/3'"-^ + +3.2.a'+2.Lfl^, 

F"^.,=:m(m— l)(m— 2)....3.2.a^^+(ro— l)(m— 2)....3.2.1.o^^t 
r^ =:m(TO-l)(m-2(....3.2.1.a«. 

Nun sei —Fo='^, ^1=^1, 0=*2, y^ = Äi, .... j 2.3!...« = *-' ^^ ^'- 
hält man, als transformirte Gleichung, 'i\)^ biOt+ 62(0^ + b^cüi^ + *... + b^oT. 
Sind yi,yttyz9 **.. Xm die /»Wurzeln der Gleichung 

1"= a«.y"*-»- öm-ij'""' + ..-. + Ö2J* -*• fliy — ^ ^ 
(welche Wurzeln wir uns als sämtntlich von einander verschieden vorstellen 
wollen), so sind Oi^^yi—ß, oi2^=^yi—ß, 6?3=y3— /?, .... o^m^^y^—ß die m 
Wurzeln der Gleichung 

O « bm^"^ -f- Ä^-i«"^* + .... + Äa«* -f- Ä,6? — Ot =X 0; 

also ist auch 
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Die Reihe (4.), nun auf 6>, ^|^, Äi, Ä^, .... Ä^ statt ^, o?, öi, öj» •••• ö„ bezogen, 

4y 3 

wird gewiss convergiren, wenn (Tä- + r)'i|^<l sein sollte (hier ist y und Ä, 

ebenfalls positiv zu nehrnen, und y ist der numerisch giösste unter dep Coef« 
ficienten ^, b^, 64 .... b^). Rückt jetzt ß sehr nahe an y^, so wird (Oi sehr 
klein, Äj nähert sich immer mehr und mehr der Grösse ( — l)'"'"*Ä;nfi^a»^3»««« 

4y 3 . 

....67^_i.«TO und (jT + j)'4^ wird =(L+ 3)6^1, wo Z eine positiv zu neh- 
mende , numerisch von <:^2> ^'3» •••• ^m abhängende und wegeu der vorausge- 
setzten Verschiedenheit von ji, J2> •••• Jm immer endliche Grösse bezeichnet. 
Je näher also ß an yi gerückt ist, desto sicherer wird die Convergenz der 
Reihe für g> Statt finden. 

Wenn daher nicht schon die Gleichung jr= so beschaffen ist, dass 
die Convergenz der Reihe für y Statt findet, so transformire man die Gleichung 
in eine andere, indem man y^sa-i-ß setzt, und suche mit ß so nahe an eine 
der reellen Wurzeln von y = zu gelangen, dass die Convergenz der Reihe 
für (o eintritt und man dadurch in den Stand gesetzt werde, (o mit beliebiger 
Schärfe zu berechnen. 

Findet die Convergenz der Reihe für y Statt, so dürfte es im Allge« 
meinen zweckmässig sein, nur 5 oder 6 Glieder derselben zu nehmen und 
die so gefundene Grösse Matt ß zu der eben erwähnten Transformation zu 
verwenden und dann ca mittelst obiger Reihe zu berechnen. Dies zur Erleich* 
terung der Rechnung in vielen Fällen. 

Dasselbe gilt auch für die Reihe für €a, wenn sie convergiren sollte. 
Auch hier nehme man nur 5 oder 6 Glieder, addire die so gefundene Grösse 
zu ßf und wende die Summe statt ß zu der Transformation der Gleichung 
r=0 in 0=0 an. 

Die Gleichung y^ — 2y— 5=0, auf welche Newton seine Methode an- 
gewandt hat, ist z. B. so beschaffen, dass die obige Reihe (hier die Reihe (2.)) 
nicht convergirt. Setzt man jedoch y^rsort-ß^ und lässt j3=2 sein, so wird 
106)4-66>^+6)'=l, und die Reihe für cj convergirt. Es findet sich 

6>=0,1— 0,006+0,00062— 0,000078 -f-0,000010884-0,000 00161952+...., 
d. h. wenn man nicht weiter geht, 6;=0,094 551 26 .... oder y=2,094 551 26 ...., 
welches noch in der sechsten Decimalstelle richtig ist. 
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Oefters leistet auch die Substitution von — für y in y = gute 

Dienste, indem zuweilen, wenn auch die Reihe für y divergirte, die Reihe für z 
convergirt. Als Beispiel diene die Gleichung: y^+27.y* — 4\y+l=z0. Da hier 

ag negativ ist, a^ und a^ positiv sind und ^^^|>^i >l ist, so ist kein Zweifel 

über die Divergenz der Reihe für y. Durch die Substitution wird z^ — i\.z^ 

+ 27. z 4-1 = 0, und die Reihe für z convergirt. Es findet sich z = — 27 

+ 2^27«...., also, ohne weiter zu gehen, z= — 27"*' lG2x27 ' ^^''^^^""'^^'lel' 
Wirklich liegt eine Wurzel zwischen — 27 und — 28. 

Zum Schluss wollen wir noch bemerken, dass die Reihe (2.), wie sie 
aus einer Gleichung vom dritten Grade für y folgt, gewiss convergirt, wenn 
die Cardanische Formel zur Berechnung der Wurzeln dieser Gleichung un- 
brauchbar ist. 

Ist y*+jB2y+^3=0 diese Gleichung, so convergirt die Reihe (2.) für 

27 J?* 
y, wenn numerisch "4" • "gl < 1 ist, und die Cardanische Formel wird un- 

27 Ä* 
brauchbar, wenn B2 negativ und wenn numerisch X * ^^^ istf wodurch die 

eben geroachte Behauptung gerechtfertigt ist Nennt man jfi die durch die 
Reihe (2.) berechnete Wurzel von y^ + ^fiiy + ^3 = 0, so sind die bei- 
den andern Wurzeln derselben = i(— Jfi + \/(— 4B2 + SyJ)) ""^ 
K- yi - n- 4B, + 3yJ)). 

Es sei z. B. 3/* — y -f- g- = die gegebene Gleichung, so wird y = "g" 

1 3 12 55 
"**9*'*"8»'*'8^"*'8'"*"***' ^^^ wenn man sich mit diesen fünf Gliedern 

begnügt, yi = 0,127 050 807...., und die beiden andern Wurzeln sind 
0,980 402 .... und — 1,057 453 8 .... 

Triest im April 1845. 
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9. 

lieber die Verwandlung der Reihen in 
Kettenbrüche. 

(Von Herrn Dr. Hdlemumn in Cöln a. R.) 



$. 1. 

Y on der Losung der Aufgabe, das Verhältniss zweier willkiirJichcn 

n 1 

Reihen J^ "^ in einen Kettenbruch von der Form zu ver- 






a,-l- etc. 

Wtndelni ist "eine Vollendung zu verfangen, die derjenigen enfsprichr^' mit wri*- 
eher ÜMielbe Verhältniss in eine neue Reihe entwickelt wird. Bies^r Anior- 
derung genügt noch keine der bis jetzt gegebenen Lgsuogen; in^Tfiefero'^^ie 
hier folgende d^s Verlangte Jeistet^ wird das Urtlicil der M^hematil^er ent? 
scheiden. 

Wir bezeichnen nach dem Vorgange des Herrn Prof. Stern einen Ket- 
ttfnbruch von obiger Form, dessen erster Theilnenner ö„ und dessen letzter 
ISenner a„ ist, durch das Symbol /^(o,^, a„); ferner den f^imer * dAS3eSbiQ0 
Kettenbruchs, nach der Reduction in einen gewöhnlichen Bruch, durch a^/ci«^ 

so dass jF(gm>gn) = r^^l " ist. Aus den Uotersucbuncren 4es Herrn Stern 

(^Grelle Journ. Bd. 10. Seite 6.) geht hervor, dass UmtOn in Be^^ug auf äc vom 
J(/i+m)ten Grade ist, wenn n — m gerade, und vom \{n — m+l)ten, wenn n — m 
ungerade ist. Auch den Coeffidlenten der Potenz x^ lernt man an der ge- 
nannten Stelle kennen. Um ihn zu finden, bilde man aus den Theilnennern 
O'mt öfmH-i, öm+a> • • •'• ön ^He Producte, in welchen a Paare a^.aß^i fehlen, und 
addire die erhaltenen Producte» Wenn dieser Coefficient durch (flmf^»)2a ^^ 
zeichnet wird, so ist 
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IV Fr N — (^-M^)t4'(fl»iM-iflw)»*^-f-(qi»4»ia»)4'g*4->.» 

Die Reihen rechts brechen ab, weil (amjOn)^a^=0 ist, sobald 2a>n — m+l 
wird. Wenn 2a = n — m+l, so ist (rim, ^M)2a= 1. Sctrt man in obigen 

Gleichungen m^=n, so ist Fißn^Of^ = ^; der Zähler dieses Bruchs hat dann 

nicht die hier vorausgesetzte Form» und deshalb ergeben sich die Gleichun- 
gen a^u ö« = 1 ; (o^i, ö*)o = 1. 

Soll' nun das Verhältniss -^ in eihen Kettenbruch verwandelt wer- 

den, so setze man 



*^ 

wo r eine ganze Zahl ist, die wir zunächst kleiner als m und n annehmen« 
Daraus folgt 

-?i4,(fl,,fly)^a:«-M = JSjB^(a^,a^)^^.a;W-y, condd. a<r-f-l, /J<r+1; 
und 

2) SAa{a.,ar)^^2Bß{a^.ar\. condd. ^^^^^^ ^^^^^ 
Für r = ist ^o^j« = B^, oder es ist der Theilnenner 

und eben so findet sich 

_ ^> 

Um die folgenden Theilnenner zu finden , setze man r'>\ und bringe die 
Gleichung (Cr. Journ. Bd. 10. S. 248.) 

in Anwendung. Dadurch geht die Gleichung (2.) in 

2\arAa{fl9,ar^^^ + ^a(^0»^-l)stf-si 

= -2:jar-B«(a,, a,.,)aa + Ä(ö,,ö^.a)^>aj, cond. a+rf=r; 

jiber und man erhalt die recurrirende Formel 
OMe% Joantl f . d. IL Bd. UXm. Heft % 23 
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Es Ist also 

und Iman sieht^ dass . 

cond. a+rf=r+l, cond. a+rf=r, 

oder dass der Zähler von a^i gleich dem Nenner von a^ i$L Bezeichtiet lAäin 
also zur Abkürzung den Nenner von a^ durch -A^^, so fet 

und umgekehrt Ar = 1^ = ■ 7^ = (—!)*"•.: ^ ^ ^ . Dazu ist 

"• = z! = iyr' '''*'' 

''*^'' ~ ^^ ' ^' Oia,a,....«i^,o, — (~ ^^'-.fiCä^, 
und 

B. 1 



5) flr=(~l)'.; 






Diese Recurs^'ohsformel ist zuerst von Herrn Slerri durch eine ^vollständige . In- 
duction abgeleitet worden. 

Obgleich wir nun r bisher kleiner als m titid n angenommen haben, 
so hindert doch Nichts, die Zahl r über m und n hinaus wachsen zu lassen. 
Um dann die Recursionsformel ganz in derselben Weise gebrauchen zu 

n m 

können, geben wir den angenomtnenen Reihen 2AaOC^ und 2BuOc^ noch die 

Glieder A^ix'^^ An^^x'^^ .... A^of und jB^+, a?"""*"*, B^^^x'^'^\ .... B^x"^ mit 
den CoefBcienten A^^i = -/^„+a = . . . . ^^^ = und B^^i = jB^+a = .... 5^ =^ 0. 
Nur wenn ein Theilneoner a^ unendlich -gross wird, >kaha der Kettenbruch 
nicht weiter fortgesetzt werden ; und dies wird im Allgemeinen« abgesehen von 
den Bedingungen, die von den Goefficienten der gegebenen .Reihen erfüllt wer- 
den mögen, nur dann der Fall sein^ wenn alle CoefHcienten , welche in N^, 
dem Nenner von o^, vorkommen, NuH sind. Nun kommen in 7V2^ die 
Coeflicienten ' ' ' 

A^f,, Aif^^i, -^2/«— 2, .... '-^ft-^if Afi, Ofid 

B^fi^ B%fg^\^ ßifi,^^', .... Bfk^w 
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Tor, uod^in-iVai^i sind die CoefGcienteo 

enthalleiu Gesettt nun es sei m<n und fiL^=n, so ist iV^v^-l =^ ^2ih-i = 0> 
also 02ii-hl T=^ Q^* Der Theilnenner asn bleibt aber endb'ch, weil iV^», worin 
j4n vorkornint, nicht Null ist, Ist dagegen m</i und fL^^^m^ so \%\N^n'=:^N'tm 
sOy.aUo ii2m ^^ CO, während Qnm-\ endlich i$t, weil A^2m-i wegen des Coef- 
fidenten Bm nicht verschwindet. Die spätem Theilnenner sind in beiden FäU 

. . . f^«** 
lea -TT. Wird also die Verwandlung des Verhältnisses -^ in einen Ket- 

teabruch so weit als möglich forlgesetzt, so erhält man 

|i) -s = i?'(ao,«2»), cond.m</i; -s = JF(ao.ii2i»-l)» cond in>m 

Zu den Fällen wo m<;/» gehört auch derjenige, wo mf^^O. Per 
fifemer Nr nimmt dann die einfachere Gestalt 

iVi- = -S-r^aCöOjÄr-Oa^» cond. a + rf = r an. 
£^n so gebort zu den Fällen wo m>*7i derjenige, wo n = ist, und der 
iSfieoner AV reducirt sich dann auf 

AV = — ^Ba{fl\» flr-i)2d, cond. a + rf = r. 

: Ans der Gleichung (2.) lässt sich nicht bloss eine recurrirende Formel 
zurBestimmung der Theilnenner ableiten, sondern dieselbe Gleichung bietet auch 
Mittel dar, die Theilnenner independent zu bestimmen« Denn legt nian in der- 
selben der Zahl ^=a+rf=^+7/ der Reihe nach die Werthe r, r — 1, — 2,1,0 
bei, so erhält man ein System von r+l Gleichungen zwischen r+1 Functio- 
nen der Theilnenner, als Unbekannten. Setzt man r=2^ und er^^gt, dass 

(«l,«2^iV=l 

(»1, O2f0v*+a = (*' «2/c)^+4 = .... = (ai, 02^)4/» = 0, 
(flOt a2fi)yi^ir2 ~ (öö> «2/«)^-f^ = .... = (oo, 112^)4/, = 0, 
ist, iö sieht man, dass die Coefficieoten der gefundenen Glaichungeii folgen- 
des System bilden: 

23* 
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j^ft^if ^fiß — -^2, ^i, Ihf Bzf ....Bftf Bf^i 
7) \Afi^ -^/i-i» ....-^1, -^o# A^ A# ....Bft^i, Bft 
\j4ft^\, -^^— 2f ....-^1, 0, Bof Bi, •...jB^— 2» jB^i— I 

v/i, y^o 0, 0, 0, jßo, jBi 

\^o, 0, ....0, 0, 0, 0, ...0, jBo. 

Die Coefficienten der Verticalreihe, deren höchster -^2^—« ist, sind mit der 
unbekannten Function (a^ ^)ia multiplicirt ; die Coefficienten der Verticalreihe 
Btfi—u «ind multipKcirt mit («i, «a^)a«; die zu den Horizontalreihen gehö- 
rigen unabhängigen Glieder sind der Reihe nach jB^.jB^.i, .... Bi,Bof....O,0. 
Die» System von Gleichungen kann nun dazu dienen, die Functionen (0^,11^)0, 

— («1» *^v)t» — (^^i'^a^^o sämmtlich zu finden; doch zur Berechnung von 
OjM i«t («ttÄv«)« ^^^^ (^1' ^**^* ^"^ geeignetsten. Der Nenner des Werlhcs 
(«0» ^v)o "5^ ^** Determinante des obigen Coefficienten -Systems, welche wir 
mit A^ beieichnen. Damit das Vorzeichen nicht zweideutig sei, werde be- 
stimmt, dass in dieser Determinante das Glied -^2/*. -^2/«— 2 .-.. A%.A^B^ positip 
sei. Der25abler von (Oq» av^)o ^^^ ^uch eine Determinante, und zwar desjeni- 
gen Sj%itm%, welches aus (7.) hervorgeht, wenn die Reihe der unabhängigen 
Glieder statt der ersten Verticalreihe gesetzt wird. Dann bleiben aber in der 
untersten Horizontalreihe nur Nullen und 2/o, also ist ^0 gemeinschaftlicher 
Factor aller Glieder dieser Determinante. Nacjb Absonderung dieses Factors 
bilden die Glieder die Determinante des Systems 

%f Aift-^h -^2^—2, .... Aftrhi' ^ftf Bfi^i^ Bfi^2 B%ft^% B^^i 

Bft^h -^2>«— 2» '^Zft—St •••• ^/i9 Aft—h Bft, Bft^i, .... B2fi^-^B^^2 

jBi, Aft, -Aft,--\, .... A% Aü B% jBa, • . . . jB^u.— 1, J?^ 
8) JBo, Aftr-h ^/*-2, ..Au An jBi, B% .... Bfg^% Bf,^i 
JO, Afg^% Afi^^ ...Ao, Bo, Bh ....Ä^-s, Bf^% 

^0, Au Ao. ....0, 0, 0, 0, ....B^ Bi 
^0, Ao, ....0, 0, 0, 0, ....0. 5b. 
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Es werde diese Determinante durch .^2^11—1 bezeichnet und das Glied 
A%fi^lA^^3 .... AsAiBiT positiv genommen: dann hat der Zähler von 
(00, O2f0o das Vorzeichen ( — l)f*\ also ist 

Setzt man aber in der Gleichung (2.), um {Oq, 0^1*^1)0 in ähnlicher 
Weise independent zu bestimmen, r = 2/x + l und bringt die Gleichungen 

(«1, «^tt-Hi)ve-h« = («II «vH-Ov'-H^ ==.... = (äi, 0^+1)4/1+2 = 0> 
(Oo, Ojy^+iX^+a = 1, 

(«0» ^-höv^-^i = («0» fl?|uH-i)vH-6 = .... = («0» ^+1)2^«+« = 
in Anwendung, so erhält man ein System von 2^+2 Gleichungen zwischen 
2/u + 2 Functionen der unbekannten Theilncnner. Diese Functionen sind 

(öf)» öa/i+i)o» («0»^V«+-i)2' •'•• (^«5V*+i)?H— 2* («0» «V*-*-i)i^ ""^ — (öi»övH-i)v» 
— («i» «v*+i)^M*— «• •• • — («1* «v'-Hi)»' ~ (^1' «v»-+-i)o*» "»d die Coeflicienten 
derselben sind in den einzelnen Gleichungen der Reihe nach: 

^-^2^+1, A2fif .... ^^+2» -4^+1, Ä^+!# Bftrh^f •••• ^V» Äj^^+l 

,-^2^, ^2^_iy .... j|^+i, ^^, JB^, JB^+iy .... JB2^.], JB^ 

|j|^i+ly -4^, .....yl2, jll, Äi, Ä2» .... Bfi, Bft^i 
9) \j|^, ^^—1, ....A, -40f ÄOf Alf ....Ä^— 1, Ä^ 

]-4^— I, -4|c-2> ....-4o, 0, 0, Bo, .... Bfi^2f Bft^i 

Ai, Ao 0, 0, 0. 0, .... jBo, Bi 

'Ao, 0, 0, 0, 0, ....0, Bo. 

Die zu den Horizontalreihen gehörigen unabhängigen Glieder sind der Reihe 
Mch — Afi, — Aftr^i^ .... — Ao, 0, 0, . ... 0, 0. Von obigen 2/a+ 2 Functionen 
der unbekannten Theilnenner bestimmen wir aus diesem Systeme von Glei- 
chungen nur (Oq, a^+i)o. Der Nenner dieses Werthes ist die Determinante 
des Systems (9.), welche mit der Determinante des Systems (8.) ganz überein- 
stimmt, wenn in (8.) /u+1 statt /u und auch hier das Glied jI^+i.jI^ .... 

A3. Ai* B(/''^^ positiv gesetzt wird. Also ist der Nenner von 

(^» ^/<+i)o ^^^ Determinante A2^+|. Der Zähler von (110, ^;i-t-i)o wird ge- 
funden, wenn in (9.) statt der ersten Verlicalreihe die Reihe der unabhängigen 
Glieder gesetzt und die Determinante des entstandenen Systems gebildet wird. 
Zunächst ist auch hier Bo gemeinschaftlicher Factor aller Glieder dieser Deter- 
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UMit, und nach Absonderung desselben unteirseheidet^ sie sich von ^ nm 
durch das Vorzeichen (— 1>«-*^^ Daher kt denn ^ 

Durch Verbindung dieser Gleichung mit der frühem 

erhält man 

oder 

10) *=(_,).. ^^. 

Doch ttilt diese Formel erst von r = 2 an, denn es ist 

B. _ B. _ AI AJ 

§. 3. * 

Zur Darstellung des Zusammenhanges zwischen den Theilnenöern, den 

Determinanten und den in der recurrirenden Formel vorkommenden ISennem 

IVu dürften folgende Formeln geeignet sein. Es ist zunächst 

A2m~9 
(«0, O2fi)o»(^> Ö2.«#-l)o = ^®^* "A^r ' » 

also 

Die wiederholte Anwendung dieser Gleichung, welche auch für /Ci^sl noA 
gilt, giebt 

^^ goV.Ao 

^ ~ (Oo , «2/*)o- («0 , «2^-i)o . . • . («0, 02)0- («0, «i)a 

= Ao. ^^ 



ats] (öO, «0)0 

D? noch Ao = -• = (^^, so ist 



A^ = l?' * 



•>»0(«9,<W' 
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Wird diese Gleichung mit («o, «2/*+l)o = (— IV"**^« XT^ ▼«Aunden, »6 
ergiebt sich 



0=0 («0, Äa)o 



Es ist aber nach (5.) 



JBo 



r = {—ly.JVa, also ist 



..; . ^=^(^iy. n Na und £ß^^i^ U j^. 

Setzt man statt des Symbols (oo, 02)0 <las Product aoai .... aa-_iaa> so ist 

Bo 









^ .; Wenö Zahler und Nenner des gegebenen Verhältnisses -^^ — — endli<:fa« 

s 
Reihen sind, so gelangt man bei der Bestimmung der Determinanten eu einem 
Systeme (7.) oder (9.), dessen erste Horizontalreihe nur Nullen enthalt. Dies 
tritt, wenn m^n, mit dem Systeme (9.) für fJL'=^n ein, oder es ist dann 
AsiH^l = 0. Wenn m>n, so ist dasselbe mit dem Systeme (7.) der Fall und 
es' irird "deshalb A^ =^ 0. Setzt man nun in F{a^, Hr) für die Theilnenner 
ihre Werthe aus der Formel (10.), so ist, nach einigen Reductionen: 



fSA^^ 



Ao 



= F{a^, Il2n) = T 



Ao- 



A^ 



11) 



[• Cond. m<,n 



-SA.«« 



Ar 



AoAs« 



A.- 



AtA<« 



A.- 



AiA>^ 
Ai— »••.— 



AS!=i^* 



\v^\ 



A. 



SB^=^"""^'>=i:i4i 



Ao- 



Cond. m>n 



Ai« 
Ar 



AoAs« 



A.- 



AiA«« 



A»- 



A4-....^ 



A a/»i-4A2i 
A)n,-a 
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Der ate Theilbruch ist ^T/ — '^' 

n 

Wenn eine Reihe JSAaix^, oder der rcciproke Werth einer Reibe 



-;^ , in einen Kettenbruch von der vorausgesetzten Form verwandelt werden 



soU^ so hat man in den entwickehen Formeln nur Bi = B2=^ ....=B^=^0 
oder u4i = ./^2 ==•••• -^« = anzunehmen. Es reduciren sich dann die Sy- 
steme (7.) und (9.) auf solche, die in der aten Horizontal- und der aten Ver- 

n 

ticalreihe dieselben Coefficienten in derselben Reihefolge haben. Wenn SA»x^ 

in einen Kettenbruch verwandelt werden soll, so ist Ä2^ in Bezug auf sämmt- 
liche (^oefßcienten A^ so wie auch A2p4.i, von der (/x-4-l)ten Dimension. 

Wenn aber -s; transformirt wird, so ist A^^+i und A^^f^^a in Bezug auf 

die Coefficienten B von der (/a-f-l)ten DimensioB. 

$.4. 
Wir fanden oben, dass ein Kettenbruch Fia^^ aj, aus dem Quotienten 

-^ abgeleitet, bei einem gewissen Theilnenner abbricht: daher muss unter- 
es»««« 



sucht werden, ob ein Unterschied, und welcher, alsdann zwischen der gegebenen 
und der abgeleiteten Function Statt finde. Doch stellen wir die Aufgabe allgemei- 
ner, und fragen, wie gross der Unterschied sei, wenn die Entwicklung bei einem 
willkürlichen Theilneniier abgebrochen wird. Wenn Or der letzte Theilnenner 
ist» welcher berechnet wird, so werden alle Gleichungen, welche in 

a -f- d << r -f- 1 
SÄui(hf ar)2a*^"*^ = -SB/3(ai, Or^^x^r^ condd. o ^ < y. ^ j 

enthalten sind, befriedigt. Mit dieser Gleichung stimmt die folgende ganz 
überein : 
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wo die Gränzen, zwischen welchen a und ß liegen, schon bestimmt sind und 
y der Bedingung y + ß>r genügen mu4s. Wirjl diese Gleichung durch das 

Product JSB^ac^.SSCoo, a^^ßO^ dividirt, so erhält man 

n 

f ZTtu eDnnxß'^ J^\a^ar) — m '. ~ • i 







Da ß+y>r ist, so ist oT*'^ Factor der Differenz. Wenn r=2^ ist, so sind 
-^ft+i und Bft^i die niedrigsten Coefficienten, welche in dem Zähler der Diffe- 

renz Fija^^ Or) m vorkommen; wenn r=2/x+l ist, so kommen dieCoeffi- 



cienten -/^ von -^/i+i, aber dieCoefficienleni? nur von jB^+ darin vor. Die Grossen 
(öo, ar)2ß und — (ö,, ar)23 können aus dem Systeme (7.) und (9.) gefunden 
werden, ]e nachdem r gerade oder ungerade ist. Ist nun m<,n und r = 2n, 
so ist der Unterschied Null. Dasselbe gilt, wenn m'>n und r = 2m — 1 ist. 
Also sind die Gleichungen (11.) völlig genau. Wenn Uy oder m, oder beide 
unendlich sind, so wird der abgeleitete Kettenbruch im Allgemeinen nicht ab- 
buchen' und eben so wenig die Differenz verschwinden; doch sind im. Zähler 
der Differenz die Grossen, durch welche die Convergenz der gegebetien Pieihen 
bedingt ist, enthalten; nämlich sowohl die hohem Potenzen von rr, alsdie'fi&-^ 
hern Coefficienten A und B, 



§. 5. 

f "*"*" . 
Mit der Verwandlung des Verhältnisses in einen Kettenbruch 

ZSaX"" 



F(fl^p <?r)f wo r 3=5 2w oder r = 2m — 1 ist, ist auch das Mittel gegeben., d^flr 

Quotienten -^^ = rc'"*" , -^; in einen Kettenbruch von der Form 

2B„ar-« SBjc"^''' 

' e 



. • ■ . ......... oll 

Crelle'8 Joamal f. d. M. Bd. XXXIII. Heft 2. 24 
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«+B.- 



s+iZ,— etc. 



zu verwaüdeln. Da aber dieser Bruch im Zähler und Nenner immer auf den- 
selben Grad steigt, so setzen wir sogleich fn=:n, und in F{at,a^, -^ statt .a;. 
Dies giebt 

13) \ = Fia.. a».) = — j 



«1«+- 



1 

1 

1 






. *^ 

Bringt man die Theilnenner in die Zähler und setzt ;^— = — pa+i, so ist 

Pvh^ = A * A — , und der Kettenbruch ist, wenn noch '^^ = + — = j=r 
gesetzt wird: 






Nun ist; wenn Ria diesen Kettenbruch von dem Theilbnich 1— an bezeichnet: 
Die wiederholte Anwendung dieser Gleichung giebt die Gleichung 
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14) ■'-^ = ;,. + -^^J_ 

SB,lx^ X'-p^^p, P-*P-* 



Ai As AiAi , II . A*»>A«H>4 

ist. Die Anzahl der Constanten ist in diesem sowohl, als in dem obigen Ket* 

tenbruch)2ii^l,. fand dieselbe Anzahl ist in dem gegebenen Verhältniss 4* 



'. K M '^ f •: • ' , -^— '«■ 







entkalttn'/'M^h 'isin Coefficient =s 1 gesetzt wird. Sollen die obigen Grossen 
a^^NufKi dun^h die Constanten pa ausgedrückt werden , so ist zunächst 

V _ »1 ''1- -L 1 nr _ » JL JL X ^ 

und daher 

iV^iu = (— iy*5o 'PoPtP4 . • . • /^^ , ■^2p+.l = (— iTBo-PlPtiPi • . . • /^VM-l • 

Da ielmer a^ 3= ^^-^ j^-r- und o^^^i = — ]y= — ist, so ist 

Aus $. 3. ergiebt sich 

Aa^ ,^B.y^.pJ''^^.{piP^y.(,p^p,y-^ .... (ptf^ip,f.)\ 

Av-M = Bo'^f*;*'^.(popdf^^.(j}^p^.{p,p^)f'-^ .... (P2f.ptf.^i)i. V 

§.6. 
Es Hesse sich der Kettenbruch (13.) auch durch fortgesetzte Division 

aus dem Bruche -^^ entwickeln, oder durch ein System von Gleichungen 



ersetzen. Es seien F'a und Ua rationale ganze Functionen vom Grade d in 
Bezug auf o?, und Oa sei eine Constante: dann lassen sich folgende Gleichun- 
gen aufstellen: 

24* ♦ 
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15) 



F"j = a»,_4. f/j + ^i t/j = Ota-a^?. ^1 + r/i 

^1 = aj^2- Ui + f^i Vi = a^^ix. F, + ü^ 



4 

Werden diese Gleichungen mit einander verbunden und wird ^, = nBaf^^ 



n 

und C7„ = -2?y^„ o;**-« gesetzt, so erhält man die Gleichung (13.), Wenn nun 

f^„ und Un einen linearen Factor gemein haben, so gilt dasselbeVoii f^^j, 
Un^ii f^n-2f U^2 ^tc. Solleu abcr Fi und C/i einen linearen Factor gemein 
haben* so mu^ wegen der Gleichung Vi=a^^i^.lJ^+ V^ die Gr^se f^^stsO, 
also a5B^-.i=QD und ^ = wegen der Gleichungen. C/g = ö»i^ifl7.JP'o+ t4» 
^o*=^f4 sein. Diesen Gleichungen ^an-i = od und £i2.=s0 wird genügt 
durch A2«-i=0, und auf keine andere Weise, weil nach (10.) 

_ Aan-2 _ A in-l 

"^-^ ^ "" A2n-3A2n-l' ^*^ ~ A2-2A3n 

ist, und die Determinanten A«, aus endlichen Elementen zusammengesetzt, nie 
unendlich werden. Umgekehrt ist, yrem\ Aa^saO; aUo a^s=r<f ist, nuch f^o*=0, 
also den Grössen der lineare Factor gemein ; derselbe Factor ist daher auch in 
Fn und Un enthalten. jVlilhin ist '. 

16) A^^i = 

die Bedingung, welche erfüllt werden muss, daitift die f^uActioif^n sA^cd^ und 

i^ß^a^**"" einen linearen Factor, oder die Gleichungen zA^af^'* und !i5^^a:*-«=0 

00 

eine Wurzel gemein haben. Das System der Elemente für Aj^^ geht aus (9.) 
hervor, wenn man /x = n — 1 , A^^i = A^^^ = . . . . ^ A^^ = und 
Tin^i SS B„^2 = .... ßin^i = setzf, Und ist daher 



: ■ 1 ■ . ■ •> ■ I ; 
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0, 0, ....0. ^„. jB.. 0. ...0, 
0, 0, ....A„,A^^,B^„B„ 0. 

-^n 9 -^n-l > • • • • -^2 > -^1 » J^\ f "2 > • • • • -^»-1 9 -^n 
17^ \ -^n-l* -^n-2> •'•• -^1* -<^0> J^09 -^If •••• J^n^f -^»-1 

•^n-3 1 -<^ii-3 > • • • • ■"•# *' » " » ^o> • • • • •^'n-a > :^»-;i . , , • 

^1, ^0, ...0, 0, 0, .... jBe, JB| 
^0, ....0, 0, 0, «, JB<>. 

Die Bedingung As^i = ist zugleich die Eliminationsgleichung der beidw 

n n 

Gleichungen 2:-^^a:'^«=0 und 2j?„iC'^«=0, und steigt in Bezug auf die Coeffi- 



cienfen A auf die nte Dimension; eben so in Bezug auf die Cbeffi^ienten^'J}» 
und rikksichtlich sämmtlicher Coefficienten auf die Dimeu^ion 2/1. 

n n 

Sollen aber die Gleichungen -2-^«a;«»-«=0 und -2Baai*-«=0 zwei Wur- 



zel gemein haben« so kommt zu der Bedingung ^o=0 oder A^»:.! noch die 
neue ^i=0 oder A2„_3==0 hinzu, welche letztere aus f^,=0 eben w, Wie 
oben A^_i:=0 aus f^o=0^ hervorgeht. Das System der Elemente fär A^uls 
findet sich aus (9.), wenn /x=n — 2 gesetzt wird, und es geht aus (17.) her- 
vor, wenn die unterste und die oberste Horizontalreihe, so wie die erste und die 

n 

letzte Verticalreihe weggelassen werden. Ueberhaupt ist, wenn 2A^af*^^=Q und 

n 

^'ß.a;^«:F=0, r Wurzeln gemein haben: 
• 18) /^, = 0, A»^, = a, .... A(,.^i;iR.O; i 

und umgekehrt. Um die Elementensysteme für diese Determinaoteo ?^u erbul- 
ten, hat man in (9.) der Reihe nach m=/i — 1, /i — 2, .... /i — r zu setzen, 
oder von dem Systeme (17.) in derselben Reihenfolge 0, 1, 2, .... r— 1 fletKl^ti 
unten und oben und links und rechts wegzulassen. Es ist daher. Ag^g^).^ in 
Bezug auf die Elemente Aa von der (n^r+l)ten Dimension ; eben so in Bezug 
auf ha. und in Rücksicht auf sämmtliche Coefficienten von der 2(w— r4-l)ten. 
' Die 'Determinante A-i„.i bleibt, abgesehn vom Vorzeichen, ungeändert, 
wenn A^ mit'jB« für alle Werthc von a vertauscht wird, und auchy wctnh 
fiberall y^ an die Stelle von An-a und jB« an die Stelle von A-i,' tritt. Die 
erstere Symmetrie findet auch bei den übrigen Determinanten (IS.) Statt ^fli^ 

24 ♦♦ 
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n n 

SO die andere. Da aber, sobald die Glcicbiincen 2Vce.'r*"«=0 und 2'jB«a;*"«=0 

® .0 

n 

r Wurzeln gennein baben, dasselbe von den Gleichungen JSy^„ii;*"« = und 


n 

^Bacc" = gilt, SO müssen die Gleichungen (18.) sännmllich auch dann gel- 



ten, wenn dann j4a statt ^^n-« und J?« statt Bn-n gesetzt wird. Doch enthalten 
die so entstandenen Ausdrücke keine neuen Bedingungen; sc sind eine Folge 
der Gleichungen (18.). 

Auf das Obige lassen sich auch die Fälle zurückfuhren, in welchen die 
^^di^eneti Gleichungen von verschiedenen Graden sind. Wenn fürdieQleichungen 

t. , ^Ä,a;*«-«==0 und 'X/« a:»^«»-« = 



^ie,3e<liQg!WgeQ gesucht werden, unter welchen sie gemeinsame Wurzeln, ha- 

n 

ben, so nehme marti statt der lefzfei*n Gfeichung 2r^arr*^:i±s0, stiM »><,«;/,...,= 

..'.{==1^^„^,=0 uftd schh'esse die Wurzeln, welche Null sind, voti der Be- 
iradbtung aus. Werden aber in (17.) die Elemente u(f^, ^n^u •.'•• •^m^mr^ gleich 
'|*full gesetzt, so bleiben in den m ersten Horizoutalrcihen der Reibe n^ch. nur 
1,2, 3^:> . . . m Efemcole, welche nicht Null sind. Sie bilden das System 

•i:».! ;•;:..■!•.• ■ Bn • ., - ;:. . '.^. 

>i!» ! ?:!T '.\ ^^ß»»— 1.. Äi / .:■.,..,. 

5||— 2* J?ii— 1, Bn 

Es ist nur eine Combination derselben, nämlich J?^ 'mogh*ch. Daher istBlI* 
Factor der DetefiAinante l^^i , welche hier f^eftmdeii wir6; Es verschwindet 

n 

y^ 'iVlfe.l, wetm'fifcisiO isl; doch haben idänn die Gleicbdng^n :^jB«a)^'*ssO 



'i^-.i' 



J-»jf^ccwC*^=0 die Wurzel a^=4i gemein, welche ausgeschlossen ist; daher 
tiniiifs der atid^ Factor von A211— i, den wir diirdi A'21^ bezeichnen wollen, 

versehwinden« wenn 2!B„a;*-?=0 und 2Vaa;*-'*"«==0 eine Wurzel gemein fea- 

'*■'" ..■■'•• • ^- ■ . .," ^. ^' 

hetiLi £« ist ^^%m^l^^O die bekannte GlimjnationsgleicbMng der .^gegebenen 
[(iikjichutigen ohne einen ungeliörigen Factor. P^ übrigen BedinguiigsgleichtiQ- 
gOi (l&O crl^^lcn unter der Voraussetzung, dass ^11=: ^.^i<=s««,=: ^«.«1^1=^0 
iH; gefingere Abänderungen als Asü^l. 



ffr/le^Jfummi^dcM(ak^Bd/lSJlLff^S< 






<yy^£^r9mi^ ^ 



'üu^^l^tn^j 









P^-- «^* it.»x 
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10. 

De ciirvis catenariis sphaericis dissertatio 
analytico - geometrica. 

(Auct. Dr ChritiopL Oudemam^ Math. Prof. ord. Monast. Goes^O 



1. 

is^i puncta fili gravitate aequabiliter afTecti extrema cum duobus puncHs 
superficiei sphaericae finniter coniunguntur (in huius superficiei parte su- 
periore), tum gravitas, tum forma superficiei eflGciunt, ut omnes fili partes in 
superficie sphaerica positi formas sibi induant determinatas curvae cuiusdam 
sphaericae, quam dicimus ccUenariam sphaericam^ dummodo fUum est abso- 
lute flexibiie, et frictio omnino abest. Meditatus de curvis catenariis proposui 
problema de ipsarum figuris matkematice determinandis, cui quaestioni egregic 
respondit III. Dr. jP. Minding in huius Diarii vol. XII., quo loco simul in- 
▼enit, curvas catenarias sphaericas esse eas, ut ipsarum centni gravitatis 
infimum locum petant atque teneant; quia vero inventa curvae aequatione 
problema reliquum non tetigit celeberrimus auctor, ipse illud solvendum nunc 
suscipio, ob eam potissimum rationem, ut ipsignibus curvarum catenariarum 
sphaericarum proprietatibus delectentur geometrae, qui in eiusmodi studiis 
versantur et delectamenta quaerunt geometrica. 

E principiis mecbanices nota sunt aequationesdifferentialesgeneralestres: 

8(m.s;) 

—^ +ii-t7+Ji:=0, 

in quibus (7, V, TV sunt coeffidentes in aequatione superficiei differentiali ob- 
TÜ: Vhx + Thy + yFhz, = 0; or^y.z, sunt linae coordinatae tres puoGti M 
Cr«ile*s Jonraal f. d. M. Bd. XXXni. Bell 3. 25 
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mi cairnariam pcrtincntis; X, Y, Z sunt tres vires, quae filum afficiunt in 
ilircctionibns nd coordinatarum axes parallelis; m est vis filum in puncto M 
tondenü, n est vis filum in M versus superficiem premens et ©5 est difTeren- 
liole arcut curvae catenariae relatum ad ipsius punctum M. 

Vt superficies curvae sit sphaerica va!et aequatio a^+y*+z^ — lt=0, 
quare est r7=2a', Fsiiy et 1^=2^. Gravilatis lürectio per sphaerae cen- 
trum transeuns superficiem secet in puncto superficiei supremo O, coniuncto 
cum punctis X, Yy Z axium ad superficiem pertinenlibus per arcas circulorum 
maximorum OA' = a, OY = ß, OZ=z, et distantia OM^i? sit. Nota est 
formula 

1. cos V ^= X cos a -f- y cos ß + z cos y. 

E«t insuper X=— g cos a, Y= — g cos ß, Z= — g cos y ; sit gravkas =g:, 
ideoquie jlTss — cos a, jr= — cos /?, Z= — cos y, si gravitas = 1 ponitur; 
quarjB nui^f yalent aequationes tres difTerentiales : 

— gjj — + 2nx =r- cos a, — ^ h 2ny =r cof ^, . 

— g^ h 2nz = cos y, 

(ftwe ev0lulae:iiunt 



8*« Öm _ 



o'ac - Oll» 03P rt 



2. 



, "'ö? ■*■ 87 • Si -*- 2wj = cos /? 



8*8 _ 8» 8z 
•8*« ■*■»*' 8» 






Quia 4? +y^ + z' = 1 , differentiando obtines x9a: 4-yÖ/ + z82 = et as^^x 
+ ydy + zdh=2 — B^, et e formula 8^^ + 8;y^ + 8z' = 85' obtines Bx^^a: 
+8j^8y+8z8'z=0, si 8^ est "constans. Quare seqnitur, multiplicando aequa- 

tionem primam factore q^, secundam factore g^ et tertiam factore g^ et mul- 
tiplicatas addendo: 

8x8^x4- 8y8*y4-8g 8^g 8x4-83fV8g* 8m. 2n(g8g4-y8y4-«8«) 

8? • ^ + 8*» • 8* ''' 8i 

8g cos a+8y cos /?+8g co^ y 

... .«--— g^^ , . •■■'■: ^■ 

ifve simplicior aequatio 8m^«8ir cos a+8ar cos /S-f^Si^ cos y, cuHib mtegralis eist 
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3. m:=a:cosa+jr'co$ß+zcosy'^e, sive m=e+casf. 

Si vero easdem acquationes multipiicas factonbus a:, y, z, et maltiplicatast cöl- 
ligis in sunimam, oritur 

— ^. . rn + gj . Qj + 2/i(a:*+/+z«) 

:^ a: cos a + j cos ß + z cos y, 
ideoque — m + 2n = m — e^ quare est 

4. n :=^ m — \e sive /i = | ^ + cos v. 

Formulis bis staticis determinatur tum vis filum tendens m in M, tum vi^ 
fili punctum M versus spbaerae superficiem premens, dummodo pro banim 
virinm unitate habes gravitatem g ipsam. Aequationem geometricam, sdlicet 
eam curvae cafenariae, ipsius hoc modo invenis. £ duabus primis aequttioni- 
bus (2) elimioatiooe quantitatis n oritur primo: 
y9'ar-a?9»y 9m yö«-a?8f 
^' Ö? ar ■ — 9r^ = 7 cos a — o? cos ß, et dem 

g^m(a!9|-^^^ ^.^ 

jK/ mCy9g^ar9y) v / y f^\ ^ 

Q/ m(i»y-y9») \ _ /_» j^\ ^ 

\a)S/? cos 7 . 9*/ ~ Vcos y cos /?/ • ^' 
Q/ m(ar9g-g9 x)\ _/ ar ^^ 8^- 

Vcos a cos p' . 9*/ Vcos a cos y/ * ' 

quare harum aequationum summatione oritur 

^/ m(y^x^xih /)\ ^/ m(ri9y-y9g) \ Q/m(^9«-»9^)\ _ 
Vcos a COS/?. 9*/ Vcos /^^ cos y, 9*/ Vcos a cos;'. 9*/ ' 

et integrando invenis 

cosy.m(y9a? — a:9y)-i-cosa./n(z9y— y9z)+cos/S.m(rc9z — z9a:)=Ä.9^, 
vel si mavis' 

5. {x cos a+y cos/3-f^ cos y^e) (cos ')/(y9a;-a:9y)+cos/J(a;9z~zöa?)+cos a(z8y-y8^)) 

= A . 95, 

quae est curi?€ie catenariae sphaericae aequaiio differentiaUs primi ordinis^ 
in forma quantum fieri potest generali» continens constantes duas e et h^ quae 
ab integrationibus originem ducunt. 

Curvam sphaericam reciprocam dicimus eam, cuius singula puncta sunt 
centra sphaerica circulorum maximorum eorum, qui curvam catenariam tan- 
gont, et quae ideo quadrantis longitudine distat in quoiibet puncto a curva 

25* 
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h«c. Si punctum M^ curvae nova reciprocitatis lege coniunctum est cum puncto 
Citenariae curvae M^ et x\y^ z' sunt puncti M* llneae coordinatae ad easdem 
tres axes rectangulares relatae, valent formulae 

j/Öx'-x'Öy' s'Öor'-ar'ö«' «^0^-1/0«' 
— ^ = — Ö? » ~ y = ö? » — z = gjf- — , et mversae: 

"" ^ ^ ö# ' ~ y — Ö# ' —L— g^ ; 
in quibus 85' est difTerentiale arcus curvae reciprocae ad punctum M' relatum. 
Si formulis utimur his, ex aequatione (5) illico deducis aequationem curvae 
reciprocae differentialem banc: 

{x^ cos a 4- y' cos ß -h z' cos y) 

)(cosy(yV— o;' y0+cos/?(a7'8z'— z'8a:')+cosa(«'8y'--y'8zO-*-^^0==*®^'» 
& jsive (aj'cosa+ycos/S+z'cosy) 

'(cosy . (^80?' — a:'8y;+ cos/?. (a7'8Ä'— z'8a70 + cosa(z'8y — y*»*')) 
=(A— ^(a?'cosa+y'cos^+z'cosy)).85', 
quae simih'tudinem quandam habet cum aequatione curvae catenariae, et pror- 
sus cum illa congruit, si constans ^ = est; quare hoc quidem casu etiam 
curva reciproca est linea catenaria cum primitiva congrueos. 
Ex aequatione (5) sequitur etiam baec: 

(a7COsa+ycos/?4-zcosy+^)(iF'cosa4-3f'cos^+Ä'cosy)=Ä. 
Quare si punctum superficiei sphaericae supremum O, quod cum puncto M 
coniunctum est arcu c» coniungis cum puncto reciproco ilf arcu OM = p% 
valet aequatio simpIex 

7. cos p' . (cos i? + e) =^ h. 

2. 
Si punctum Z coi'ncidit cum puncto superficiei sphaericae supremo, 
fit o; SB et a = /? = Itt; quare cos y =^ 1, cos a = cos ß, ideoque z=eosp. 
Aequationes erutae nunc fiunt simph'ciores, et quidem curvae catenariae aequa- 
tio differentiaiis nunc abit in 

(z 4- e).(yBx — xhSf) = Ä. 8^; 
aequatio curvae reciprocae nunc est 

^'(^80?' - x'8yO = (Ä - ez')hs'. 
Aequatio dcnique (7) nunc abit in z^(z + e)=z h. 

Sed coordinatis nunc utamur sphaericis. Linea abscissarum sphaericarüm 
fit circuluf maximus horiKontalis, cuius igitur centrum sphaericum est punctom 
•phaerae supremum O, et in quam a puncto M demittamus applicatam sphae- 
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ricuin PM =^ jf. Ponas igitur sin y loco z et cos^y.So; loco jfSo? — xBy, 
quare aequatio differentialis lineae catenariae abit in 

1. (sin y + ^).cos'y.öa? = Ä.Ö5 
unde, quia Ö5* = 8y* -f- cos'y.öo:* est, derivabis has: 

2 ö^ ±|Löy____ 

^- ^ — cos y )/(cas«y (siny -f-e)'-*') ' 
Ä _ =fe(siny»-g)cosy8y 

Ambiguitates obviae desinunt^ si initium abscissarum et initium arcus deter- 
minamus ita, ut crescente appHcata y äbscissa x et arcus s aut pariter crescant, 
aut decrescant. ^ 

Si in eandem iineam absdssarum a puncto redproco M' demittimus 
applicatam P^M^^j^ et abscissam x^ denomlnamus, aequatio curvae reci- 
procae fit 

4. sin y • cos^y • So?' =z(h — e sin y^ . Ö5', 
unde pari modo quo antea derivabis 

=b(A-esiny*),8y 



5. Ba^ = 

6. 85' = 



dbriny^co8y^8y^ 



VCsinV cos' y' —(A— «siny')') ' 
Nexum inter applicatas punctorum reciprocorum exprimit fonnula 

7. z\z + e) ^= h, sive sin ^(sin y + e) = h. 
Vires m et /i variabiles quidem sunt, at dlfferentia ipsarum est constans, vi- 
dimus enim esse 

m = /i + i^. 
Si quantitas constans ^=0, est m=n, Curvam nunc dedmus paraboUcam. 

Si e est quantitas negativa, in quolibet curvae puncto est m < n^ et 
curvam hoc casu descriptam dicimus eäipiicam. Si denique e est quantitas 
positiva, in quolibet curvae puncto vis tendens vire premente major est, et 
curvam tunc didmus hyperboUcam, Haec sufficiat divido in disquisitionis 
initio. Quia permutando + e cum — er in formulis difTereutialibus modo pro- 
latis idem effidtur, ac si applicatam y permutamus cum — y (et pariter jf' 
permutamus cum -— y^)# concludimus, curvam catenariam totam constare e 
duobus ramis, sive curvis a duabus lineae absdssarum partibus oppositis )a- 
centibus, quorum altera est elliptica, altera est byperbolica. St vero alter rarous 
est curva parabolica^ etiam alter est parabolica, cum priore congrua. 

Si sphaerae partem superiorem permutamus cum inferiore« ramus para- 
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boliciis pemiutatiir cum ramo parabolico congmo; at ramus elliptiäl^ cuni hy- 
perbohVo, Ol hyporboHais cum elliptico. 

3. 
De catenariis parabolicis. 
Si in aequatione (2) ardc. praec ponimus ^ = et A = sin a cos a, 
nbscissarum initio ita sumpto, ut crescente adpUcala y crescat abscissa x, ha- 
benuis aequationem catenariae paraboh'cae hanc: 

®^ ~ cosyl/(sm*fcas*f— sin^acos'a)» *'^® 

sinacosa.dy 
^ ^^ oo6y|^(8iiif-*6mo)Coosa--*siny)(siiiy+oosa)(8iiiy+snia))' 

Si igitnr a <,\'x et |ir — a « a', ideoque a' > \Tt sumuntur^ appUcata y cril 
inter (Ines a et a', et sita est curva inter duos circulos minores e centro 
lineae absdssanim radiis a' et a descriptos, quos ascendens ab inferiore ad 
superiorem et descendens a superiore ad inferiorem alternatim tangit. Quta 
enim, si X; est aogoluSf quem applicäta. y puncti M facit cum circulo maximo 

cunam in 3/ tangente» formulae generales tang X; = cosy.Q-, cos ^*=öi» 

sin X » cos jf « s^ praebent 

. . sin 2tt 
Sin 2yV 

|M(sr$pici$. esse angulum X «= ^tt, si y =» a et si y =» a^ Si applicatae duae y 

t\ y* sunmntur, et anguH % aller valor V est, X et V diversi erunt, si 

y4* y ^ 4*1 *i vero y + y' ^ ^tt, erit sin 2y « sin 2X;, ideoque X' «» X* 

Ai^ttlus X est minimus et quidem «= 2a est, si appHcata y est media inter 

Formula inventa viam monstrat, qua inveoiatur circulus max. curvam 
in M tangens. Applicatam PM =» y ultra pedem P prolonges, ut proloogatio 
'^W' ■■ PM mB y sit, sive MM^ » 25f, (punctum M' erit rami coniugati pun- 
«"ttmi), et centro M describas circulum minorem radio ^%i; si dein e puncto 
Af ducis circulos raaximos duos» qui circulum illum minorem tangant, ipsarmn 
unus» ot quidem is, quae applicäta illa y minores fransit, tanget et cuhram 
noitram parabolicam. Si JV est ipsius contactus cum circulo minore, triaogülum 
facias MM'N, cuius hypotenusa erit MM* ^2y, cathetus MW« 2a, an^lus 
N est rectus. 



j P cos2i 
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VcrHces curvae sunt ea ipsius puncta innumerabilia, pro quibus "h = \Tt, 

i. e. ea puncta, in quibus curva tangit circulos supra descriptos minores pa- 

rallelos. Sit A curvae vertci inferior et B cur^'ae vertex superior subsequens. 

Arcus curvae AM et BM computalu facillimi sunL Si arcum AM^ s 

f sin y cos y . 8y /- sin 2y.8y 

ponimus, est s —J^ V(sin«y cos'y - sin'a cos»« " 7« V(sin»2y - sin»2a 
COflgy 

^ , quare valet formula ^=| arccos (35^"^/, «v^ invers* 

3. cos 2y s= cos 2a . cos äj. 
Hinc perspicis esse trianguli M'MN cathetum MN^^^^.AM^ quae 
est curvae rectißcaiio ^eomeiriccu E formula (3), ponendo y =»»',. invenis esse 
cos(2.-^2?) =» — 1, ideoque AB^\Tt^ quadranti circuli maximi; qui valor 
est memorabilis, quum a curvae parametro sive constante a non pendeat. Sit 
2A area trianguli MNM\ est lang A = tang ^iVM. tang \NM' = tang a. tang 5, 
et videbis, etiam curvae quadräturam cum hac areli ^%%^ coniunctam. Si f est 
area inter curvam AM^ inter applicatas punctorum A et M ef abscissam in- 
terceptam ^, formula notissima 9/"«= sin y.9ar praebet 

r wn2a,Ungy.8y^ /" tanga8l>pg# _ /* dtangA 

/~Ja l/(sin»2y— sin*2a) ^Jo 1+ tang*«. tang' * ~Jo l+tang*A 

quarq, est y= A» 'J^V'^ semissi areae trianguli characterisiici aegualis est. 
Area, quae ad quadrantem AB pertinet tota igitur est ^ |7r. Si punctum M 
est.tale, ut ipsius applicata y sit = Jtt, est 5 = {it, quare punctum it/ in arcu 
AMB est medium, i. e. AM = Sil/. Hinc sequitur aream modo dictam totam 
applicata PM tunc in partes dividi, quorum minor «^ a et maior « a^ 

■3'. 

Jam supra (in artic*. 1) vidimus^ curvae parabolicae curyano: reciprocam 
oninmo congniflire cttiii illa. Cum punctorum reciprocorum appIkMae conmri- 
cti^ sint aequatione >. .; 

1. sin y sin y' = sin a . cos a, 
vides, esse j/ ^ a\ si y = a, et esse y = a si y =» a'. Si ^ est vertex re- 
ciprocus verticis Ay et -ß' est reciprocui verticis B, applicata verticis A^ est a' 
et applicata verticis ß' est ct. Si igitur afcum A^M^ « s* ponis, formula cos 2jy 
«cos' 2a. cos 2^ mutandai.est ih :co^ ^ » cos 2a'. cos 25^'«s— cos 2a. cos 2^^ 
quare aequatio: - >^ »> ■> u 
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2siVy.2s]Vjf^ = 4$iVa cos^o^ sive 
(1 — cos 2y) (1 — cos 2y') = siD^2a migrat in 
(1 — cos 2a cos 2s) (l 4- cos 2a. cos 2s^ = sin^2a, 
unde deducis simpliciorem banc: 

^ . lang 8 

2. taDgy = ^-jj^, 

quae nexum exprimit inter arcus reciprocos 5 et 5^ Quia supra vidimus esse 
tangyatanga.tang^, pro curva reciproca valet formula tangy^»tanga^tangyy 

sive tang /^ = tang^g ' ideoque tangy^ = tang'g * ^"^® formula nexum perhibet 
inter quadraturas arearum reciprocarum. 

Si radium osculi sphaericum curvae priroitivae pro ipsius puncto M li- 
tera r obsignas, et lineam normalem signo TV, formulae generales 

8 sin y .. sin tf 

*«"g '' = 51557 ""^ *^"ß ^= ST? 
. 1 Stein'f -- 28in*y ., __ 

praebent has: tang r •= — '^2ä ®* *^"€ -^™ mn2a * ^ quibus perspicis r et N 

esse magnitudine eadem et situ oppositas lineas. Valor negativus ipsius tang r 
insuper indicat, curvam totam esse convexam versus absdssarum lineam. Quo 

indicato formuiam mutamus in tang r = . ^ . Pro vertice u4 est y «o, 

ideoque r = a, et pro vertice JB est y = a', ideoque r « a\ 

Cum scimus arcum esse convexum, area^ etiam computatur ope for- 
mulae /=»|7r4-A — 27r + y sive /^ ^ + s^ — jot, et pariter invenies formuiam 
reciprocam y» X^ + s — lit secundum generalissimum theorema de curvis 
reciprocis ab auctore inventum. 

Formuiam si exempli gratia primam yea X + s^ — iic calculo vis com- 

L • r 1 . y **"? X tang ^ — 1 . . . lang 2a ^ 

probare, m formula tang/= tang A-i- tang <^ substituas tang X = -gj^j- et 

lang s •/•-.. 1 . i ■ 8in*#-f.lang*a.co«»* . 

^"8 ^ = Üi^^ V^' '^""^ ^^'^g ^•*^"« 5' - 1 - et- langer) cos V ^* ^«"8 ^ 

sin* #+ lang* a • cos* # 
+ tang 5' = tang a(l -tang*«) sin «cos«' «'«oq«« »ang /- tang a.taiig 5; quod 

et supra inveniinas 

4. 

Si curvae aequationeni x = /cosf ?/Sn*aiJrii ?ä^ integrare vis, intro- 
ducas arcum ^ curvae redprocae ope aequationis 
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(1 — cos 2y) (1 + cos 2a. cos 2^0 = 8iii*2a 

sive taog «' =: ^^^ . V(tang(y-'a) tang(jr+a)) 

• i/i'i cos2a . , ,^ 
# ^ / sm ft cos*« ft / .1 , 

quo tit oc ^ j^ '^^ ' cös2a * ^ » ideoque comparanda est cum m- 

cos^a 
tegrali 

Si pnmo ponimus j^^ — 1 — tang'a ■■ Ar, fit ä' — tang a. Recepto modulo 

Ar Sit 5' - amu. crit |/(l - Ä' sm^s") « |/(1 — Ä» sin'u) - dhw, Ö^'- rfbu. dii, 

ideoque 

/• sin a dipi'ii.8» 
y© cos'a * cos 2a , * 

Si vero nunc ponimus -^^^ « rf/i'^ö«! — k^hnf^a, quo fit ^n^aa^tanga, sive 
p^rspicis esse 



eruis fi.'a.rfn^a-^f/(l-/r'\Ar-) -*'K1+*'^) - S^ - ^^ «inle 



a7 = '/)(M, ö). 

E formula ^ = amu sequitur tang 5' ■■ tnu, quare est </icii « jp^ =» ifc*tmg^ 
= iTz^t unde perspicis esse ^ «» Jtt — amcw 

Abscissa tota arcui yiB subtensa quia est X «* ^D{k^a), abscissam arcui 
BM subtensam invenis X — x =^ 'D{k^a) — ^D(u^d). 

Si x^ est abscissa reciproca, quae quidem subtensa est arcui A'M\ in 
formula ultima permutandi sunt arcus (3^ — ^) et s\ quo si mutatur u in u!, fit 

in qua est 5 =» Jtt — amu' et s' = amcu\ unde sequitur u + u^ ^k. Relatio 
inter abscissas x et x^ est ea, ut differentia x' -^ x sit complementum sub- 
taogentis, quae ad curvam primitivam vel ,ad curvam redprocam perUnet, cum 
duae lineae subtangentes sunt eiusdem magnitudinis, et memineris, ioitia ab* 
scissarum x et x' t%%^ puncta e diametro opposita« 

Si igitur sublangentero curvae » / ponimus, erit xf — a?«"|9r — /, 

Crelle'f Joamal f. d. M. Bd. XXXUI. Heft 3. 26 
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Quam legem generalem, si calculo ipso volumus confirmate, e formulis tang X 

= V(sin4y-sin^2« ) «* ^^"8 ' " *^"g * ' ^^'^ 9 componimu« 

tanff / = .^'" ^'^'?^^ . ; quare confirinand^ est formula 
lang * — |/(sin«2|f-.sm*2a)* ^ 

tang(^ - or) = sin2a.smy ' 

Quia o;' — 07 « 'D(Ar, ö) — 'i)(A— m, a) — '/)(i/,a) «» arc tang (^^ni/5ni;ii), 
(Conf. §. 126. theorlae fuMfionufii modularium et integrallum ab ipsis penden- 
tibm a me edito), est taiig(a/'— o?) «» -^5ni/j/Mr« = jfK(l + k^).snusncu 

==C08»asina«"-^ ^^^ •^- Q"^^ ^^^^ ^*" ^ = V(2(l-cos*2«cos2,) == "10^7" ' 

/ ^ V co82{r.8in«cos« cot a sin« ^ , , 

compommus tang(a;^-o;) = siaacusasiny =~riiijr^ '*"^'' ^''™"''' ''''"' "^"^ 

j . . j 1 , . . ft l/(sin^2y-8in*2a) 
monstranda lam congruit^ dummodo substituas sm 2^ =» cös2a ' 

Simul perspicis abscissam arcui BM subtensam hoc modo exprimi posse : 

TT äwx^i N /)/(sin*2y— sin'2a)\ 

Jir - o; - 'D(Ar - 1/, a) + arc tang (J^jS^^^jj-^). 

[Cooferas et dissertsitioneiori mathematicam inauguralem: ,,J>e cOrva catenaria 
sphaerica parabolica** Auetore AI. Cl. Perger , Berolini, typis Reimen, Anno 
1838 editam]. 

.5. 

De catenariarum ellipticarum ei hyperbolicarum vertidhus. 

Aequaliones relatae ad curvas catenarias ellipticas naacisdmur, si in 
formulis articuli 2. ponimus — e loco e\ quare -aequatio huius curvae diile- 
rent^alis est 

Ä* » =t:coajr(siPy-aK8y . 
VCcos»y(8iny-c/-**) 

^ " oa6yl/t«os*y(siiiy-.a)*— *»)' 

si $ est arcus et /* est area curvae ellipticae. Ut succedant tdfegratiöttes 
harum aequatiomitn, efdendae sunt valores ipsius y, qui effidunt, ut expressiö 

Z ^ cos^/(sin j — ey-^lf 
nihito fiat aequatis, quo simul litnites innotescdnt, inteit qtios conttaetor appli- 
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cata y, quae ad curvae ellipticae punctum M pertinet. Si X est angulus, quem 
curva facit cum applicata y et angulus non obtusus intelligitur, invenis 

*'*" ^ *= cosy(siny«el ^**«"g^*j;^' 
Quare vides quaestionem de resolvenda aequatione Z^O coincidere cum quaes- 
tione de verticibus curvae, i. e. iis ipsius punctis, quorum applicatae sunt siipnu! 
normales; et enim est angulus A»^7r, si Z^O^ sive si 

1. cos ^'(sin y — ^) BS h. 
Resolyenda aequatio in forma rational! est 

( z* — 2^.z' — (1— e*)Ä*+2^.z+Ä*— <^«0, SI ««*sin y, et 
U**— (1— i!*).£'*+2A^ä'+A^=0, siz'^cosy ponitor. 
Quia in hac aequatione potetas %^^ deest, concludimus, quatuor radices ipsius 
esse tales, ut earum summa sit =0. 

Ne resolutio aequationum harum biquadraticarum per regulas vulgares 
formulas producat abstrusas, disquisitionem alio modo incipiamus. 

Sit y4=y' — rf applicata verticis rnferioris et jB=y+rf ea verticis su- 
periorisy quae aequationi cos j^ sin (y — e)=h satisfacient, si valent aequationes 
sinCy'— (T) cos(/— <f) — e cos(/— <f) — Ä = 0, 
sin(y+rf) cos(/+<f) — ^ cos(y+rf) T- Ä = 0, 

e quibus prodeunt valor^s 

^0082/. cos 3 - cos (/ 4-^ cos (/— ^) 

^ — «ÖT et Ä — ^^y 

Quia <r < {it, ut e sit quantitas positiva» arcus y^ > ^ir sumeodus est. Fi^^ 
y+yssj^r et 7/<i^; erit 

008 27^.00»^ , gin(y— ^sinfy4-^ 

^— cosy ei n— ^^^ 

Quare ut ä sit valor positivus, <f<y sumendus est. Quarö sunt 

3. ^ = 57r — y — <f, JBäJtt — y + rf 
unde, quia y<|ir et SK.y, perspicis, applicatas A et B esse positivas. Elimi- 
natione arcus (9 prodit aequatio cubica 

— 1, sive 



4. ) sin 2/ cos* 2/ 

j c^ + 2Äi^ - (1 -e*)p - 2ä = 0, 

cuis una sattem radix nota est v = sm 2y, si est ^ = ^^f- et 

, sin*y— gjn*^ 

26* 
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Si in aequatione praecedente ponimus 3^72" = cosy' ^^^^ versa est 

C0S2V r>i . ^ n r ^OSV 

^- '^="H5i"ir^ 2Ä = sin2y.tang*i;, cosrf = ^. 
Arcus nunc y et v pro arbitno sumimus tales, ut y<r^^ et v<:y sit, nc 6 
fiat arcus imaginarius. 

Aequationi primae biquadraticae sunt radices z = siQ^ et z = smß\ 
duae reliquae sint z=: — sin C et ;&= — sinZ); pariter alterius aequationis bi- 
quadraticae radices duae sunt z'^^cosA et z'=rcosjB, duae reliquae igitur sint 
z'= — cosC et z'= — cos/). Quare valent formulae 
cos-4+cosB — cosC — cosJ5=0; sin-^+sinJ?— sinC— sin J5=2^; 

cos ^ . cos J? . cos C . cosl>=A*; sin \^ • sin jB . sin C . sin /) = Ä* — e, 

et quia ex antecedentibus componimus 

(sin'y— cp8*ycos'y)(co8*y— siii'ycos*y) 
h^-e= -^^^ ^ , 

a 1 ^ . ü 2smycosy • ^ . • » 2cmV 

O. S cos ^ + cos B = ^gy — t sin ^ + sm 5 = -^;^ , 

sin -4. sin Jö = ^^ly -, cos ^. cos ^ = cos^y tangV, 

prodeunt novae 

^ ^ y. 2sinyc osy • i-» . • ti ^sinV 

cosC+cosl>= -^5^^. sinC+sinl>=-^y , . 

^ r^ • 1 . 1 • ^ • Ti sinV-cosVcoß*y 
cos L.cosU = «n^y.tang'v, sm Csm Xl=: Zö^ " 

Si igitur ponimus C=a— cf' et Dsra+rf*, erit cosC+ cosD = 2cosacoscJ* 
= — cogy — ^* sinC+sinZ) ==2sina cosrf'= -— -^, unde concludimus tang a 

= tang y et insuper cos cJ^ = ^^. Yalores modo eruti conditionibus antece-^ 
dentibus satisfaciunt omnibus, quare formulis 

^ {A^lTC^y — 6 ,, , C=;y— rf' 

8. i ^ , ^ addendae sunt t^ ^, 

in quibus y<i^, et arcus tf et <f' determinantur formulis 

9» cos o = — ^ et cos o = — ^ , 

in quibus i^ est aibitrarius arcus arcu y minor. Quia siny<cosy, vides esse 

iO; 6'>6 et rf'<|ir — y. 

cos 2y 
Positis ergo ^= rrr-^ et A=sinycosy.tang^i^, est forma biquadralica 
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z^^2e£'—(l—e^z?+2ez'^h^—e'=(z—$inA)(t'^mB)(z+$mQ(z+^^ 
z^— (1 — 0^*+2A^z+Ä*=(z — co$^)(z— cosjB)(«+cosC)(z+co8D), 
ideoqiie 

l cos*y($i ny— ^)*— Ä* = (siny— sin A) (sin JJ— siny) (siny+sin CXsiny+sin J5), 
Jcos*ysin(y-*-€)^— Ä'=(siny— sinC) (sinZ>— sl^yXslny^-sln-^X*^'*y^"*^"^* 
]sinVcos*y-^Ä+^siny)^==(siny-H:os5)(cosu^~siny)(siny'^-cosCX»iny+cosZ)) 
f sin*ycos*y-(Ä-^siny)'=^siny-cosZ))(cosC-sinyX»iny4-co«^(Mny+co&B). 
Si in aequationibus bis supis sin y == I, ideoque cos y s=:0, invenis relationes 
particulares 

Ä*=(l-sin-^)(l-sin5)(l + 8inO(l+sinD), 
Ä*=(l+sin^(l + sinjB)(l-sinO(l-sinl>), 
^ (Ä+^y=(l — cos^)(l— cosBj(l + cosC)(l + cos/>), 
(Ä— ^)»=(l+cos^(l + cosB)(l — cosC)(l— cosD). 
Ceterum rationcs quantitatum A, B, C, D sunt eae, ut sit 

IC < A <. B <. Dr ideoque 
sin C <! sin -/< < sin jB < sin D 
cos C > cos A > cos B > cos D, 
quibus addimus 

14. ^ + 5+C + D = rjr. 
Quia rf'<5ir — y, est y+rf'<!5^, quare est applicata absolute maxima Z)<;^. 
Ut applicata minima C=^y — 6* sit positiva, vel saltem non sit negativa, d' non 
niaior arcti y esse debet, quare cos d^ non minor quam cos y, ideoque 

—- non minor quam cos y, id est 

tang y non minor esse debet quam cos v. 

Quia v<y, ideoque cosi/>cosy, functio tang'y<co8y esse non debet. Si 
tang 7/ = cos 7/ , est «y = 38^ 10' 5'^ quare arcus y sumendus est inter limites 
38^ 10' 5" et 45*, ne applicata minima C ^=y — d* fiat negativa. 

Applicatae y limites in ramo elliptico quia sunt A ei B^ curva haec 
continetur inter duos circulos minores descriptos e centro lineae abscissarum 
radiis \ic ^ A et Jtt — B\ curva duos bos circulos alternatim tangit; tum as- 
cendens a circulo inferiore ad circulum superiorem; tum descendens ab boc 
ad illum. 

Pariter curva byperbolica est inter duos circulos minores e centro op- 
posito descriptis, quorum radii sunt \7t — C et J^r— D, et qui a curva byper- 
bolica alternatim tangunton Curvae duae coniogatae permutantur, si permutamus 
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e et "— tf, in quo simnl permutobis y et \it — y, <f et d^, ^ et C B et D, dum 
constantet A et v manenl eaedem. 

E ratione quantitatum v eiy quinque casus divers! sunt distingueodi. 

1. Si v<y, et v<,\it, ideoque 2;<|*~y, quare rf «t rf* sunt simul 
reales, ideoque rami diio cooiugati sunt simul reales. 

IL Si vsazy^ est 6^0 et cosd'~tang')/, ideoque d* realia ^^t. hiter 
quotaor applicatai^/^i JS» Q D duae primae sunt aequales, quare ramuf ellipti- 
cus nunc est circuku, cuius radius =^\'Jc—A:=^\Tt—B\ ramus vero hjperbo- 
licus realis est. > : 

IlL Si V est inter fines y ^l \x — y^ arcus 6 est imaginarius et 
6* realis; quare ramus ellipticus ipse est imaginarius, et ranuis hyperbolicus 
realis est. 

IV. Si v^^^ — y, arcus 6 est imaginarius et d'ssO; quare ramus el- 
lipticus est imaginarius et ramus byperbolicus est circulus, cuius radius ==:tir 

-- C=4^ — D. 

V. Si i^>^|9r — y^ arcus d et d^ sunt imaginarii, ideoque imaginarii 
sunt duo rami coniugati. 

Si in casu I. applicata C est negativa, ramus byperbolicus. geom^trice 
quidem realis/ at statice imaginarius est 

6. ; /' 

Sit igitur r<Q/, ut duo curvoe rami sint simul reales; sint.pgrro a et 
ß arcus duo novi, quorum quisque <, \it^ et quorum complementa a'=|9r — q^ 
ß*=z\it—ß sint. Ponamus, quia rf'<rf est, 

ST^ß-^a et rf* at/S^-a« Jfr^«-^, 
ttt habemus formulas elegaotiores 

J'F^W + ff — ß-^y, B^iic — a + ß'^y, , 

C«a + ^ + y-Jir, /)«fir-a-/3 ^y, 
qvmt applicatas ABCJO tribus ex arcubus ^^ßty coostituunt Qfuapuncest 

cos(/J-a)^^ et sin(a+^)«^, 
elinainatione arcus y prpdit acquatio 

2. ^ = |/(1 +sin 2a sin 2ß), sive tang v = ^(sin 2a. sin 2ß). ; 

ft eliminatio arcus v ptaebet aeqüati6nem 

siii (ß^fx) tärty 4- tatig j> ' '' 

^^'^iy tmiß^a) * l-hlaag^tang^*' 
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quae eiecfo arcu v relationeln exprimit unicam inter artfus tres a^ ß, y con- 
ditionalero, ita ut e binis pro arbitrio sumptis computari qaeat tertius. Est ea 
inter ipsos ratio in genere, ut sit 

3. a<ß<y<:{iit. 

Quia est tang y^Zanq{ii{2a)X tang/?=^San9C8(2/J)) et !San0«-taDg(}8(2a)X 
substituendo invenis 3;art3CJS(2y)) «= Janö(ifi(2/?) + i8(la)), qüare relaiio m 
forma siroplicissima haec est: 

4, fi(2y) = g(2a) + 5(2/3) 

sive: tang ä . tang ß » tang a + tang ß — tang a. Fadllimo negotio erues 
formulas 

rin(y— er) . ^ cos(v^o) ^_^ /i__sin(y— a) 

'^ ]/(l-#-sin2asm2y)' ^ 1/(1— sm2a5in2/)* '^'^ cos(/+a) 

^. sin(y— /?) cos(y+/?) / sin{y— /9) 

VCl— sm2/?sin2;')* )/(l «—81112/^8102;/)' ■ öÖs(y+/?) 

Adiumento functionum hyperbolicarum aequ'atiohem (^) faciRime transformas 
in sequentes 

3in2v- rin2«+sin 2/9 cosiacosl ß ^^Oy^ sin2a+si n2/9 

^ I • ftzi sin2y— sin2a ^^ cos2acos2y . ^^ sin2y— sin2a 

I '^ 1— 6in2a8m2/ ^ 1— £in2«sui2;'' ^ ' cos2aco82/ ' 



. ^ sin2y— sin2/9 ^ cos2/9cos2y ^ -. 8in2y— ^n2/9 

'»■^"° l-sin2^sm2 ? «'«^«T^^sE^» »^**-55^27' 



Ita ut sit: 

( S]n2asin2^sin2y»s]n2cir+sin2/? — 5in2<}/, quemadmodurn 
( tang a. tang/?. tang 7/ «= tang a + tangy? — tang«}/. 

Füfmiiia^ 2A«»5]n 2)/.tang*v et ^ » cösv ^^^^ nrigrunt in has: 

( 2A = sin 2a sin 2ß sin 2y = sin 2a + sin 2/? — sin 2y 
\ e ts3 j/(cos 2a. cos 2/9. co$2}/)« 

Aequationis cubicae supra inventae ('^ + 2A.f^ — (1 — e^i^ — 2Ä»0 radix una 
erat pasin 27/; si reliquae sunt c' et ^'^ e^t 

i^-*-p' + p''--2Ä et P.«^^P''-2Ä; 

quare invenis t^'+p''«— sin2a— sin2/? et c^ p'^» sin 2a sin 1^, Wide cotidvdis 
e9%t p'«— sin 2^ et p''«— sin 2a. Aequationis cubicae 
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(^ + 2A.(^ — (1 — ^')p — 2& » radices igitur sunt 

— sin 2flf, — sin 2ß, + sin 2y. 

Insu per obtinemus aequationem 

10. 1 - e* « sin 2« sin 2y + sin 2ß sin 2y — sin 2a sin 2^. 

Similes inventae in artic. 5. aequationi (4) nunc sunt 

e^ 2h e* 2h ^ 2h 

*'• cö?^ "" sln25^ *" '' cös^ ■*■ sUHj;? *" '' «J?2Ji "*" riiTS " '' 

Brcvitatis causa in sequentibus plerumque utimur signis bis: 

sin ^ = a, sin jB = b, sin C=zc, sin jD =: d, 
cos u^ = ö', cos B = Ä', -cos C^sc^, cos jD s li*, 

quae quantitates sie eiprimuntur: 

!a = sin -^=+cos(/8+y— a). i/ ^=i €m A =i sin(ß+y^a), 

b = %inB =+ cos(a+y— /3), ä^ = cos J3 = sin(a+y— /S), 

c = sin C =— cos(a+^+y), c' = cos C = sin(a+^+y), 

cj = sin /> =+ cos(a+^— y)p if = cos D = sin(a+^— y). 
Si uteris formuUs (5)» evolyendo et redocendo inTeoies et fonnulas elegantiores 

( a^=:2cos asin/}cosy, i' = 2sio acos/Jcosy, 

( c^ = 2cos a cos ^ sin y, d' =s 2sin a sio /? sin y. 



est. evolvendo obtinenHK fonnulas 

- a' + Ä' - c^ - if. 

* ) 2he^a'bXc'+dO-c'ir{a' + b'). 
( Ä^ - fl'Ä Vif . 
tW* ^^^MfctKM« COS rsinCy-O*"* satisfadunt ^'alores siny—n et cos^t-n'; 
|Mir^l«c siu Y — *, cosy—Ä'; sin/— c, cosy«— c^; 6iiij--rf, co%y^-df, 
^^untur ae<|ualioDes quatuor 

3^ a\a-€)^K i\h^e)^K c'(r+r)-A, d'(d+e)^h, 
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e q^ariim cpmbinabone oriuntur formulae - '> ' 

. at^-bb' aaf-ed' oal-di M'-«/ M'-iW da'-«?' 

E'^foraraU« U* nmltipiicatione obtinemus AV— /y_ ' t-\ yj^j Ra'b'c'd'y ti. qaia' 
}^ ^ cth'cfä, invenimus 

( (Ä - a) (</ - c) - (fl' - 60 (c' ~ A 
6. j (a -Hc) (6 -I- d)*i (a<.+ 1^) {b' + <f>, 

E fomnulis "(12 artic" praec.) componitnus a — c ='2cos(/? + y)cosa, 
flc« — cos'(/8+y) + sm'a, 1 — ac " cos'a + cos'(/S+')/), quare oriuntur 
fonnulae 

I V((l +a)(l-c)) - cos «+ cos iß-¥y) ; V'((l-o)(l+0) »».cos «- cos(/?+')/), 

.W(l-ni)(l+^)-sin a^riinCy^rf)-, i/j((l+Ä)(l-^)=sin>-sin(y-^), 

W+«0(l-aO)-«n «-t-cos(y +/S); V((l-«0(l+aO)= «n « -<:os(y+j9:|,. 

•. fi/((l+Ä0(lT^'))-co»o+an<y-^/3); y((i-i')(l+J0)=<iosa:7:sin(y-^J,: 

qnae adiumento -föniialaruni' (5) ulterius transforinari rpo6sunt, ^ ^ummodo 
sabstituis 

cö8('y+/9)'-cosa;|/(l— Snn2/Ssin2y) et: $iii(y-^/3)-^8liieif(l^Ma2^sm4y). 
Superest ut VaTores productorutn aeqüalium (G) eruamus, quafum ratio 
est ea, ut si ponimus \ 

/ - ^((0+ d) ib+c)) « V((a>dO(Ä'+fO). 
r^yi(b-ä){d-c)) = J/((«'-Ä')(c',--dO), 
Sit MiP-r) = V((fl+c) (Ä+^) " Ma'-^c") (bf+df)). 
Invenimus autem valores 

( / = V(«n2/3(sin2y+5in2a)) = V(2sln2/3Mn(y+a)cos(y— a))^ 

8. I /' = |/(sin2y(sin2y?— sin2a)) i= V'(^<in2ysiri(/3— a)co$(/?+a)), 

W(P—l") - V(sin2a(sin2y+sln2/S)) «'V(2sin2asin(y+/S)dos(y^^)). 
Si vero fornlulas (4) ad usum vocamus, fiacillim^-inyenies . 
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, I y- y»-'-»?<'^-" l!)-^^ifa(ii^.i„a^it.)), ^ 

£ formmlis bis compatus quaotitatum A / 6t y{P^^t^) «st expedilisiimus. Si 
igitur ponimus >/ «= ^ et >/ « — ^ — , est i ) 

( '^ ■■ r siii2/9flui(7+i0oos0r-a) cas2/J r 8in(2;^— 2a)^(2;^^2a) ' 

8. 

D^ arcu catenariae eUipticae AM ^/ de ipsius complemento BM. 

In disquisitionibuf de catenariis parabolicis iam vidiinqs, haruni/' cur- 
Väium rectificatTonem t$$e facillimain; quam ob causam primo proponimus 
pnAIema de catenariaram elHpticarum rectificatiöhe. Quia applieata jPill'y 
pUDcti M in catenaria eliiptica sita est inter fimifes'siy^ appficatas A et B, 
qoae ad verticea curvae huius pertinent, sit A veitex mSm&t «t£ vertex au* 
perior curvae ellipticae, ut applicata verticis A sit A et applicata vartida B 
sk JSL Punctum M cunwn inter vertices ^ et J3 contentam dividit in partes 
AM ei BM'^AB — AM. Quia arcus AM crescit creacent^ applicata j^, est 
^mjg f (8in y-e)e o8y.8y P ( s-g)»« 

^iif-y^ - — ^ =y^ -^^2-' 

si brevitatis causa ponimus z « sin y et Z •• cos* y ( sin j — e)* — Ä* 
« (« — fl) (Ä — z) (z + c) (z + rf) 

Quia est z inter limit^s a et Ä« ponamus 

j^;;^ = rA% et vice versa z = | . ^ .' 

Ab 2 l/^ Ai 

unde componimus ^ = ^<^^e^((^)^j(a^^;^(6^^^)); quare si sumitur 

h-\-e - J+rf %/• • • 

«"Ijili- »^ « 1 et j:pr a= X,'». inv4MH8 



^ V (a+rf)(J+c)' '' " 6+« ** VZ = V((a+«)(a+rf)) * FCcI+^KI+A^O) 

VT— f i* 

— ^ et A. = j, siye 



1. 



n hahita Tsütäne. MlT<modttKnn-4 saimtnr ^»/i« p, qvo fit ^™ Vfl-frl*yi/fi.*i'V*> * 
Moduli A et i' et divisor / constans in artic. praec. fonnnlis exhÜBli mmt ad 
calculum numericum apticduiis. E fi^rnrala r.f* ^^^ sequnntnr 

et formulae invers^e totldem, quarum tiotata dignissima est, 
_ (h+e)a-t-(b-a)t.tn*v . (ft--a)(ig-H>)<»N> 

cum illico praeb^at arcum currae ellipticae 

Integrale eruendmii eömparemus cum integral! 

quem in finem ponamüs dnf)p := 1 — V*sn'*p = j^ , quo finnt formulae 

e quibus compommus Ar'snpcnpdnp = — (h+e)l — * ^""^ perspicitur esse 

arcoin, .^ ■• ^.-av » . 

27» 



• — IäV 
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a-hc 



Quia 'S(p,p)^'C(0,py^X''sn'psnc'p,P=z*Q(,>,p)^-^.P 

et'S(i>,p) = 
■dis exprimiiar: 



et 'S(v,p) = 'Dif'.p) — ^^^ == '-DC*» p) — X"***' ***"* "^^ iribus tno- 



3. 



[AM^-'-^[f2/lK..p),' 



Fonnukie'(t): exprimunt quantttatierh Hainen t) r, formulae (2) ex- 
primunt paraiiniehliilri />; illae referendae känt ad rnodulum X et hae ad mo- 
dulum X^; qui iili^uli e formulis in fine articuli.praecedeotis computantur una 
cum valore denominatoris 

1 = |/((i,4-rf)(Ä+c)) = y(Ca'+d')(b'+c% 
Quia ponendo p » Z (^quadranti ad mpdulum X p^itinenti) trcus AM ex- 
tenditur ad AB, est 

Subtraheudo imr^is alieram p^erh BM » y^£ — AM^ scilicet 

BM^^^^^^=^^ +2'C(L,p) - 2/C(P,p), 

BM=-^^^±^^ + 2/D(L,p)- 2,DM . 
quae formulae adhibitis iis in § 120 theoriae functionum modularium contra- 
buntur ad '^ . .. ' " 

':mfff=+ ^^-f'-^ + 2. cU-., L'-p), 

>'.'-...■ 9. •• . ■ "^ •'. 

De arcu catenariae hyperboUcae GN «/ (/e j^^ik; complemento DN. 
Sint rertices hypierboKcae catenariae panda C et i> ea, quorum appli- 
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cafM etiam sigbis C etD tignificantun . Qaare qiiia orescente applicata yi, 
quae ad punctum curvae iK pitrikieat, .crescit et arcos CA^^est > : . 

C/V _y y(cos»yi(sinyi+i»»-A«) —^c yz, 
'« brevitatis causa Zj ==: sin y-| et Z^ i^ z} + 2^.z; — (1— e*)zJ-.2^i|+Ä*— ^ 
j^^tiitnos. 

' ' Förmulas tiünc di^rivandas ihWkiis ei iis artScüIi pi^aec6d)tfAtis, si per- 
niutantur a et c, A et d, z et z^, — ^ et ^, jr et j|, z et Z|, <? et c^j//? et pi, 
Z et Zi. In permutationibius bis quantitates 

1. ;=v,((„^^(4^.)), ;,=,yfc|^. X'=]/g±ffi±f 

dz 2 dl) 
non mutantur; quare est r^- ;= •^^— , sr argumentum /?| et ipsius complemen- 

tum £r — <?i detcrminantur formulis 

■1 /(a+cO (xi — c) I /(c+6)W~«i) 



(a-»-rf)c+(rf~c)g.«n*i>i (d—c) (a+e)tu *Vi 



$i.,permutationibus supra indicatis parameter/;! migrat in-yoi, oriuntur formulae 

snpi 






Quare sistimus förmulas 
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Si formulas (3) comptras cum foranilia (2 sMic; praeced.X no« te fvigiet, 
esse parametrum />' compIciiieDtum parametri p, sive esse . 

p^+pthL\ 

81 memineris esse X' quadrantem inodularein eum, qui ad moduliiin X' per- 
tineat. Quare si permutamus catenariam ellipticam cum byperbolica, paivune- 
trum p pennutainus cum ipsius complenijento pi. Altera vero arciu byperboKci 
CD pars DN nunc exprimitur formulis 

10- 

De puncUs comugoiis M ^/ N ewvae eUiptieae et hyperbolicae, 
et de arcubus comugatü harum cwpanun. 

Punctum iU curvae calenariae ellipticae ^idmuß Cömugetfum cum puncto 
N curva^ kypcrbolicae, si ipsarum applicatae y =;arcsin(z) et ^j=arcsin(xi) 
ad idem argumentum > = P| functionum modnlarium pertinent, et quidem 
homologe coniugatwh, quia crescentibus applicatis du6 ai^gumenta simul eres* 
cunt Si vero r=X— -Ci, punctum M cum If non homologe coniugatum 
esse didmus. Relationes inter applicatas punctorum homologe comugattrmn 
M et IV praebent formulae (1 artic. 8.) comparatae cum formulis (2 articuli 
praeced.). Ut sit snp =r snvi, valet relatio 

(6-a)(c+s) ~ W-c)(a+»i)» P^"*^ 

S—s 6— a rf— »i 

e+% rf— * a+«i * 

6—« b+e' i/— »I* 
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Aequadones hae les^ quUms sunt formte proporti«ttum» e?olutae migrant in 
unicam formam 

£ formulis (1) sequitur fifri Zi^ssc pro z^s^^a, et Zi^=:d pro z=6; quare 
Tertice$^ et C sunt puncta homologe coniugats^ nee non verticesj? etP. Quod- 
libet punctum in an:u AM «tum punctum homologe coniugatnm suum habet 
io,.arcu CN\ idem yalet de arcubus BM et DN. Hanc ob causam arcus ipsos 
j4M et CN duarum curvarum dicimus homologe coniugatos, nee non arcus 
BM et DN. Addendo invenimus semisummam arcuum coniugalorum AM 
et CN: 

in qua p-¥ Pi^L. Quia vero ^S{v,p) + 'iS(p, p{) « — X^^srifpsndp^p 
+ arc tatig (A^^ 
hitur ad hanc 



wcXvi\%(X^^sfifpsTufp.^jj^ et X^^sn^psnc^p ^-j—, prior aequatia contra- 



tang {{AM-hCN) = -p . ^ = -g- 




j— . ideoque Ä'=:j/(/»-0. nee non ^= y^ilj^^^:^ = |/JJs' ««^ 

( tang \iAM+CN) = Vtang(y-^) tang(y+^ . ^. 

8i vgumentum ^ extendimus ad valorem f> =z I<^ in?eninius aummam 

4. yfjB + CD «- ir, 

quae proprietas arcum inter maniikie memorabiles est referenda. Quia e for- 
mulis arli^& comppnimus 

enc9 _ |/>+^ jX« — fl)(c4 -«) I 

seroisuroma arcuum homologe coniugatorum etiam exprimitur formula ele- 
gantiore: 

jung HAM+Cm = ygE^^J. et pml« 
Insuper est ob formulam (4) 
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cot I (BM+DIV) = tang U^M+CIV). 
Si pönifims sehfiisuimtiani arcuum homologe coniugatorum ^ 

arcas s crescit incle a Imiite usque ad Stt, .dum argumentum p'crescit ä 
limite usque ad limitem L; quare arcüs ;; ' pariter' se habet ac arcus curvai^ 
catenariae' paraboh'cae inter vertices vicinos, el aequationes (5) evolutione 
abeunt in 

z^+((d—b)s\n^s—(a—c)cos^s)z — {bdsin^s+accos^s)=:0 et . 

Zi — ((d — b)sm^s—(a — c)cQs^s)zi—(idsm^s+accqs^s)—09 

quai[um altera^ abit in alteram permutando z iet — Z|; quare radices aequatio- 
nis' primae sunt z et — Zj, et radices secundae sunt Z| et — z. Concludimus 
igitur esse ' '■ * ,': 

z — Zi = (a — c) cos^s — (d — b) sin^s, 
z • s^ =, HC CO»' s + bd sin* 5, 

unde componimus sequentest 

(l+sin7)(l'^sin/^):R<X-^z)a— zO=(l+ö)(l-c)cos»5+(l^^ 

(J,-sinyXl+smY;)^il—i)(l+z0.^il-a){l+^^ 

Formulas has hunc in modum transformamus. Sit 

i 6. .^(1 ~ sin 2^. sin 2y) = tarig g ' ' ] 

ut habeamus CO« (y +/?)•» cos a.lang g et sin(y-^/?) ■■ sin a tang g^ quo se- 

cundum formulas (7. artic. 7.) fiunt . . 

. . cos* er (1-4- sin 2p'') 
V((l+ö)(l-c»-rco»a(l+tang^); (H-fl)(l-c)- -X' ^\ ■.■ 



|/((l-a)(l+c))-cos.aCl-taog^); (l-a)(l+0" "^^^osT^ — > 
l/((l+Ä)(l - J))- sinad -tang^); (1+Ä)(1- j)- ""'"^^Tf^^^ . 
V((l-A)(l+cO)-«na(l+tangg'); (l-Ä)(l+d)-'-^Jp^ . 

ideoque , . ^ • ^ 

. ^ ^, . . (l4.sin2^)c08*acos*t+(l— sin2^)si]i*asinV 
(l + smy)(l-sinyi)*— ^^^ — -^ , 

. . „ . ^ (1— 8in2Ä').c08'acos*f-+-(l+sin2Ä')siii'a8Ui'i 
(1-siny) (1+sm yO ^5-^7-- ^ ^ 



sive 
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}/(l+siny)(l— sinyi) = y j: 



-C082g 

V(l-siny)(l + siny,)= V l.^cos2y • 

E formulis his niultiplicatione invenimus 

V[(l+cos2aco82#)*-sm«2#(c(w2a-fcos2f)«] 
7. cosy.cosy,= ^ i,Hc062y ' 

at ^diüone et subtractione : 

_ . ,1 /l4-cos2acos2«+sin2^ (cos2a+CQs2$) 
coslCy+y,)= i|/ i+cos2g 



8. 



^■/ l4.cos2acos2tf— sin2g-(cos2g+cos2#) 
"*"5r l+cos2g^ ' 

. ,, ^ ,i/l+cos2aco8 2t4-sin2fi'(cos2a-4-cos2#) 

simCy-yO = iK n:^2i^ 

.1 / l4-co82«cos2^— sin2g(cos2g4-cos2#) 



l+cos2^ 

Ope formularum haruni e data semisuinma s duoruro arcuum homologe coniu- 
gatorum j4M et CN computabis applicatas punctorum M et N coniugatorum 
ipsas. Usum formulae vero (7) gravissimum infra vidibus. Addimus for- 

mulam hanc: 

^ , . . l-i-cos2a.cos2f 

9. l-sinysiny,= i^eos2g ~' 

11. 

De punclis reciprocücUis lege coniunctis^ et de arcu eUiptico recipr€>co A- M'> 

ipsiusque complemento B'M'. 

Cum curva calenaria elliptica reciprocitatis lege coniuncta est curva alia 
talis, ut quivis circulus maximus curvam alteram tangens ceotrum babeat suum 
sphaericum in curva altera. Punctum illud contactus et hoc cehtram sunt 
puncta reciproca, quia hoc fit punctum contactus, si illud est centrum circuli 
tangentis maiimi. Sit M* punctum cum puncto M reciprocitatis lege coniunctum 
et in formula (7. artic. 2) ponatur — e loco e, quo fit 

1. sin tf'ifiva y — e)'=s.h^ sive z'{z — ^) = ä, 

si y=arcsin(z) est applicata puncti M eX y'=:arcsin(zO est applicata puncti M\ 

Quia m artic. 7. invenimus e = cl-^h* ^^ ^ = e?— &"' • ^ ^ » lormuJa 
z* = - — - abit in hanc : 

Crene'8 Journal f. d. M. Bd. XXXIU. Heft 3. 28 
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z' =; a'b' 



•a'(«-.a)+6'C*-»)' 

Si iq hac ponilüir z=ä, fit z' ^a! \ quare sl punctum reciprocum vertlcis A 
appellainus A\ applicata pnncti A* est arc sin (a') » Jtt — A. Si vero poni- 
mus z^ b, fit z' = b\ quare punctum reciprocum verticis B est punctum ^, 
cuius applicata est arc sin (A') ^\nt — B. Videmus igitur esse z' = sin y, con- 
tentum inter Hmites o' et Ä^, sive y' inter limites Jtt — ^ et jtt — jB. Si in 
tractanda curva reciproca A'M^B' pro abscissarum o?' initio sumis priori initfo 
e diamelro oppositum, crescente abscissa x* decrescit applicata y' puncti M\ 
quare curvae. aequatio difTerentialis est 



^ ~Jin'A cosy'l/(sin*y'€os*y— (Ä-f-^siny')^) Ja' (l— «*)J/Z^ 



si A' est angulus, quem cinculus curvam hanc in M' tangens raaximus facit 
cum applicata y, est tang A' = g-7 — , quare est 

ij/ ^_ ;^ Ä+^siny h'-ez ' 
tangA — ^(9inYcos»y'-<Ä+esinyO') ~ VZ'"' ^'^'^ 
^"^ ^siny'cosy- 
Etiam nunc verticem appellamus curvae punctum id, pro quo angulus A'«!^ 
est, ideoque sin^y' co^y -^(h + e sin yO' =" («'" y' — cos B) (cos -^ — sin yO 
(sin y' + cos C) (sin y' + cos D) = 0, et cum aequalioni huic satisfaciunt va- 
lores supra inventi y' = Jtt — yi et y* = Jtt — J5, videmus puncta A^ et JB' 
eMe vertices curvae povde, ve\ quod idem est, appllcatas has esse simul lineas 
normales. Curva nostra' igitur tota c<mtinetur inter duos circulos minores e 
ceQtrp lioeae dbsdssaruni O deseriptos radiis -^ et J3, quos. circuloft ourva al- 
Uru^ifxi taogit« quae, a circulo inferiore asceodit ad circuluro «uf>eriorem, a 
quo 4^ftGendit ad inferiorem; et sie deincep^ in infinitum, . 

Aequatio (2) facilüme redigitur in formam 

et quia in artic. 7. mvenimus h^ yrT'^-b'c ^-r^-^uc ideoque 

b' ' a'-j^c* a+c' 
tdim]:Mmendo ohtinemus 



i Kb''hc'Kaf- %f) _ i/ (6-fc)(«-a ) 
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quae ob formulas (1) reducitur ad «mplicein haue: 

qua punctum rcciprocum M' ad idem argumentum ^ functionum modularium 
revocatur ac punctum M ipsum in cyrva catenaria elKptica situm. 
In articulo 7. lam inventae sunt formulae 

1 / = V((a+rf)(Ä + c)) = V'((o'+60(Ä'+cO), 

4. /'=K(*-a)(J--Ä)) = V((o'-ÄO(c'-rfOX 

(j/(/»-0 = |/((a+c)CÄ+^;) = Viia'-^c'Kb'-^d')), 

quibus modull cum prioribus congrui X> et ^* exprinrantur 

*• -^ — r (a'+do (ft'+cö " ^ ^ y (af+dfKV+C'y 

Ope harutn formularum facüiime enies lias : 

■,/(5'+c0(o'-«') . i/(o^+^(«'-6') 

*"" = V iaf-b'Kc>+Vr ^""^^ = >^(a'-6')Cd'+*')' 

jcnP=y (a/_ft/)(c'+xO' '**^*' = K(o'-6')(d'+»')' 

Formula sn^v = t^jü • p~Z"i differentiando praebet ^nv.cnv.dnv.Bv = 
(b'+ci)(ai+ci).B %' . ... 

componendo invenis snvcnv.anf> ss ^TZTw ' T * i^ ; jg/\» > uiTisione ontor 

His praeparatis recHlicatio arcus A*M*, qui cum arcu dliptico AM reciproci- 
tatis lege coniunctus est, facile invenituFi Est primo 

(6'+.C)a'-(o'-60c'*»»e , (a'- 60(a'+c0«n' p , . 

quia rero est * = ft<^e/^.(o/j.6/)^. = a - j/^.«i^(^^ji^»,.^ «»«»tme- 

mus primo • . . . , ■,,:';,■:■ -.i • 

28* 
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Si integrale hoc comparamus cum inlegrali 

ponendum est Xtnfp' =: J/rrrp, unde adiumento formularum (5) inveninntur 



/d-d' . , -.laf-V 



cn'p' - V^iTf?. c«c>' = Vi 

tnp - \-^zrr '«<^> = K5?=P' 

e quibus CQinponiinus . 

}?inip.d n'p _ Qgi^b'Kai'+c') 

unde perspicis, e$se 

A'M'=s—j 2.S(p,p% quibus addimus 

9. {A'M' = ~^ + 2.C(i',p% 

A'M' = '^ + '2,D(y,p'). 
Alteram arcus partem B'M' = A'B' — A'M' exprimit formda J^M' 

= — ^j^^^ 2(S(L, p^ — S(yy p')), quae formulis theoriae functionnm mo- 

^ularium (oonf. §. 120.) reducitur ad simpliciorem 

B'M =^^-^~^ +2/SiL-i^.L'-p'), , 

12. 
De arcu hyperboü'co reciproco C'N', et de.ipsius complemento D'N'." 
Cum arcu hyperbolico CND coniunctus est reciprocitatis lege arcus 
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CÄ^D', ita ut puncta reciproca sint C et C; N' ei IV] !> et D. Formulas, 
quae ad arcum CN'jy pertinent, obtines omnes, dummpdo permutas in for- 
mulis artic. praed. af et c\ V et d\ a ei c, b et d, z' et z'i, angulos A' et A'^, 
argumenta c^ et v^\ Z' et Z'j = \{^yc^y\ cos'^y\ — (ä — sin ^1)*); moduli vero 
X et X^ manent iidem. Si ad formulas (8. artic praeced.) animadvertis, videbis 
permutationibus illis id fieri, ut parameter p^ permutetur cum ipsius comple- 
mento U — p\ qui ad modulum A' pertineat. Quare nunc valet formula 

quae exprinlit nexum inter applicatam ^i 5c arc sin Cz'i) puncti TV' cum appli- 
cata tfi = arc sin(zi) puncti JY in catenaria hyperbolica. Porro est 

quae formula referenda est ad abscissarum initium id, quod est e diametro 
oppositum abscissarum initio illo, ad quod referimus ctirvas primitivas. 
Formulae (6) nunc migrant in 






WPi — K(a'+0(«'i-d')' ^^^"^ — r(6'+rfO(c'-»'i)' 

quarum argumentum c^ omnino idem est ac in formulis (2. artic. 9«), dum- 
modo puncta N et N' sunt reciproca, vel quod idem, dummodo valet aequatio 

modo prolata (1) sive sin y\ = ^ ^ . Aequatio (7. artic. praeced.) nunc 

mutatur in "ü^^ ^^ "T"^' ^^^ permutationibus indicatis producta /, /' et 
y(P— /^ eosdem valores retinent; ideoque 

^- ^^ -^X VZ\ ^* ^»= fl'-#-rf'+(c/-i/')tn'r ' 
quae formulae perducent ad 



et ad fonmulas 
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5. \ CN' = ^' + 2. C(y^. V-p'), 

Angulus "K'i deni€(ae,^uem curva N^D factt cum applicata y, puncli A^', de- 
terminatur formoHs 

_ ^ 1/ A— e.*'i . ^. A— «sin«', 

7. tang V, = -j^gr- et sin V, = riS^^r^T^- 



13- 

De curvamine curvarum AMB, CND, A'M'D' et C'N'D'. 

Sit r radius curvaturae sphaericus pertinens ad curvae jIMB punctum 

Mf cuios appKcata est y; longitudinem liuius radii praebet foimula 

8$iny Ö« . II. . 

4ang r — g^g^ °* ^» ^^ ^"'^ P^^ curva catieaana eihptica est 

ä'(2 — e) =5 Ä, ideoque ftr «« ; \i , invenitur fonnula 

tang r=— ^, 

si ömittimus signum praefixum — , quo indicalur, curvam calenariam ellipticam 
totam esse convexam versus abscissarum Kneam. 

Si N significat arcum nomialem ductnm per corvae punctum Bf tt 

prolongatum usque ad abscissarum lineam, est *^ng ^** g|^' °* ?J quare 
invenis 

tang 7K=-^^, 
unde perspicis esse 

tang r — tang iK— ;^. 
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Quare raclius curvaturae r pertmena ad catenariae ellipticae pnndufn <|iiodlibet 
Jlf differt a linea norroali per idem punctum M ducta. 

Pro linea hyperbolica siiniles inveniuntur fornmlae ad ipsius punctum 
N relatae, scilicet 

tang ri « —j — , tang JV^ = — ^ — , tang r^ = tang ^+^- 

Inter catenarias igilur sphaericas curvae parabolicac genus est unicum, quod 
eicellat insigni propnetate aequalitatis inter radium curvaturae et lineam nor- 
nf^lem eruta in artic. 3. Ceterum hae curvae omnes in eo o^sentiunt, ut 
iirit conveiae versus abscissarum lineam.. Complementä |^ — r et |^ — r| essife 
radios curvaturae, quae ad curvarum reciprocarum A'M'B^ et GN'D' puncta 
M* et N' respective pertineant, res notissima est. 

14. 

Quadratura tum catenariae ellipticae^ tum catenariae hyperbolicae, 
et quadratura duarum cun^arum reciprocarum. 

Ad arcum ellipticum AM pertiriet quadrigoni area, quod terminatur 
arcu elliptico ipso, applicatis punctorum ./^ et M et absdssa x ab applicatas 
bis intercepta, sive arcui /^il/ subtensa; sit^area huius quadrigoni, in quo 
tres anguli sunt recti et angulus quartus est ille angulus 'k, qui e formulis ar- 
ticuli (5) computatur bis: 

• 1 _*__ -i & 

"" *' "== cosyCsiny-e) ^^ *^"g ^ — y(cos»y(siiiy-e)*-A^)* 

Si btera quadrigoni / essent arcus circulorum maximonim, y esset «s ^or 

-hÄ *— 2^, sive /*= X/— fir. Quia vero latus AM non est arcus cii*coH 

tflaitmi, sed arcus versus quadrigoni aream convexus, secundum auctoris theo- 

revM de arcis sphaericis computandis generalissimum invento lam valori X>— |w 

addendus est arcus cum arcu AM reciprocitatis lege coniunctus A^M\ ita tit sit 

/= AfM' + X; ~ ^TT = A'M' - OTT- X,), sive 

/= A^M' - arc cos (^os,(siii,^e))- 
Si et valorem arcus A'M^ Substituts, prodit iam formula 

1- /= "F - 2. Ä(^, p') - arc cos {^^^^^^—^^ 

in qua argumentum v ex puncti M applicata y per formulas (L artic. 8) et 
|)arameter p^ e formulis (8. artic. 11.) computatur. 



220 10. Oudermarm, de curvis eaknarüi tphaericis. 

Ad eandem formulam etiam nön adiuti theoremate illo geoeralissimo 
aeque facili modo hoc quidem casu pervcnimus. Qaia log «in- X es log Ä 
— log cos y — log(siiiy — ^), differentiando oritiir 

cot A.9A = tang y.9y - -jp^^, 
quae mültiplicata aequatione tang X = ^ abit in 

öA — sin y . cosyVZ (sin j-e))/Z * 
^ . ÄÖy ^ cosy.Öw 02 öx* . . . 2.Är 

Q"*^ ^^^^ 85S^ == ®^' ^PZ~ "^ VZ "" ~ 7Z" ^^** utraque ratio = -y- , 

^.. . S OS 

—«'9«' 
quae quia 9/^= sin y.9a7 et f ^^r ~ A'M\ integrando praebet 

A -/— A'M' + const,, 
quae formula invento constantis incogniti valore ^tt omnino congruit cum for* 
mula antea inventa, 

Sit pariteryi acea quadngoni, cuius latera sunt arcus fayperbolicus CTVi 
applicatae punctoruro C et N, et cuius quartum latus sit abscissa arcui CN 
subtensa; eodem ratiocinio invenis formulam /i = C^Dl'.+ X^ — Jtt sivc 

2. y; _ ?^ _ 2.5(,.. L'-p') ^ ,rc cc U,.(l,._., ). 

in qua argumentum Vi computabis ope formularum (2. articttli 9.) et para- 
metrum V-p* cuu ipsiu$ compbiuento fi' ope farmularuni (8. articoILll.)... 
Sit/' area quadrigopi, quod pertinet ad arcum redprocum y^^'' et 
/', area quadrigoni, quod pertinet ad arcum reciprocum CN'; eodeip modo 
invenie« formulas 



/' » J« _ A' + ^M et /', = W - ^\ + aV, sive 
/' = arc cos (4=^2£v^ + C7»r 
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15. 

De punctis W et N' et de arcubus A'M' et C'N' homologe comu^atis, 

et ipsorum semisumma. 
£ formulis inventis patet, ponendo argumentum functionum rnodularium 
yariabile i^i = (?, uon solum puncta M et JV fieri homologe conlugata, sed et 
puncta 3/' et N' in curvis reciprocis sita. Homologe coniugati simul sunt ver- 
tices tum A^ et C\ tum JB' et ly, ideoque et arcus ipsi A'M' et CN^, nee non 
arcus JB'M' et iyN\ Eruamus iam semisummam arcuum -^'M' et CW, quae 
sit o-, et quae invenitur e formuHs (9. artic. 11.) et e formulis (5. artic. 12.) 
hiyenimus primo 

quae per formulam notam reducitur ad simpliciorem 

al+c^ inv 
tang (T = -^ . ^, et quia 

tang s 2= — y- . ^, (copf. formul. 3. artic IL) 



a'^c 



est tang <^ = rrf" • ^^'^g '^- Reductione fit a^+c*=2sin(ß+y)cosa et a+c 
= 2sin(/3+'y)sina, quare adest formula 

1. tang(T = t;;^. 

Comparata haec formula cum (2.) in articulo (3.) edocet: Si semisumma 
^ = |(^il/+C7V) aequalis esjt arcui catenarlae parabolicae« semisumma 
ö' = 1{A'M'+ CN') aequalis erit arcui reciproco parabolico. Addimus : Si pa- 
rameter curvae parabolicae est a = \{A^C), parameter a' = ^tt — a erit se- 
misumma applicatsM'um, quae \tc — A i^t \7t — C sjunt et ad yertices recipro- 
cos A^ et C pertinent. Simul perspids i^sse A^B' + CD' = tt, quia pro 
5 = 57r est <y = Jtt. 

Tenet igitur curva parabolica locum quasi medium intcr curvam el- 
lipticam et hyperbolicam, et pariter res se habet, si simul loco trium curvarum 
sumis curvas reciprocas. Quam inter tres curvas relationera mox clarius per-* 
spiciemus studio et admiratione dignissimam. Facillimo negotio invenies 

2. tang a = j/^^y; (rf-^^^) et t^ng <y =;= K(?:-rfO(6'+s\V 

et vice versa ad computandas applicatas punctorum homologe coniugatorum 
Crelle'i Joamal f. d. M. Bd. XXXIU. Heft 3. 29 
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e data semisumma arcuum coniugatorum A^M^ et CN^ evolvendo invenies 
aequationes 

z^+((c'-a')cos^a-{b'—d^im^a).z'^(a'c'cos\+b'd'sin'a)=0, 

unde perspicis radices aequationis pnmae esse z' et — z\y altenus vero z', et 
— z\ ideoque 

z'-z\ = (c'-oOcos«(r-(Ä'-dOsinV, 
z't\ = a!c* cos* ^ + Vif s\v? a. 

Quae formulae si iterum (conferatur artic. 10.)ponimustanggf=:|/(l— sin2/?sin2'y), 
abeunt in 

!sin y — sin y\ = tang g . sin 2a cos 2(r, 
. . . cos2fi-(l-f.cos2a.cos2(r) 
«n y . smy, = j-^^^2i 

E formulis prioribus coniunctis Invenis 

(l+sinyOCl— siny'j=(l+cO(l— a)cosV+(l+dO(l-*0«nV, 
(l-siny0(l+«ny')=*(l-O(l+o)«>s*o-+(l-<O(l+*0«nV, 

quas reduces ad simpliciores 

K(i-.-«»yo(i-siny)) = f/'-=T^^. 

)/((i-.iay.)(n-«..^) = y-'nÜ'.^'r'' - 

Multiplicatlo nunc praebet 

j j _ V[(l-cos(2g-h2y)co82(r)(l-cos(2a-2y)cos2g)] 

4. cos 5r . cosjTi — I -^-cos?^ ' 

additio yero et subtractio: 

l ly . /v li/l— cos(2a+2^)cos2(; . li /l— cos(2a— 2fi-)cos2<T 

\cosJ(y',+yO-2K HJ^SiS^ + 2^ ü:^ '- 

] 1/^ /v li/l— cos(2a-f.2fi')oos2ff K /1-C08(3d{— 2^)c082{r 

/ cos|(y'i+yO= 2K n:^^5^2^ 2V r^^i^ • 

E formulis in articalo 14. prolatis invenimus sentisummas arearum 

K/+/,) - \(yi'M' + CN*) + \{X + A,) - W. 

sive 

ß \ i^/+/i) = er + K^ + \) - if. 



5. 
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16. 

De nexu inter abscissas et areas catenariarum ellipticarum 
et hyperboUcarum. 

Sit initium absdssanim , quae ad puncta catenanum pertinenty pes ap- 
plicatae primae A, quae ad verticem A pertinet, erit abscissa 

_ (i-»)KZ et area f^J^ (i««)vz- 
£ formulis bis coroponuntur 

Quia vero z = b+c-ij>-a)m^v- ' «« 

1 b+e—{b—a)tt^v 1 (6— a)(o+c)«B*p 

l_s ~ (6+c)(l-a)-(6-o)(l+c)«^t) " l-o "*" (l-aK(ft+cXl-«)-(*-«Xl+«)*n'e)' 

1 &+C— (i— o)ct*p _1_ (6— o)(o^c)<»*t> 

1^ "* <6+c)(l4.o)-i.Ä-o)(l-c)«i»t> " 1+a . (l+oX(6+cXl-H»)-(*Hi)(l-c)«»H>)* 

ideoque oriuntur forinulae integrandae . 

2^0 2A(a— a)(o.4-<;) z' «i*p.8p 

»-(6+c)(l-«)'« " 

Intpgralia proposIta eruenda coinparanda sunt cum bis: 

'^(^. = A« sn'r cn'r dnfr J^ i^an"^ r.trFt'- 
quem in finem ponamus 

unde adiuniento formularum, quibus exprimuntur moduli 

/ = \/{a+d)(b-^c), H - nÄ-a)Cd-c); [/(/»-Z«) = V(a+c)(Ä+ J). 
, i/( i-a)(<f- c) ^ ,, ,/ Co+c)(6^. <0 

derivabis sequentes 

29* 
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4 i/ (l-6)(o+ rf) , i/ (l+6)(o.|.rf) 

l/ (l+rf)(6-a ) , ,/(l_d)(6_a) 

9 = K(l_a)(6+rf)' ^^ »^ = K, 



cn' 



(l+o)(6+rf)' 
-c)(6-a) 



. T /(l+rf)( t+c) , i/ (l-rf)(6 -t.c) 

l/ (l-6)(rf-c) , i/ (l+6)(</ -c) 

^"'^ ^ == K(l+c)(J+d)' cncr^\ ä:^t)i^TdY 

quae sunt tales, ut permutando a et — ö, ä et — ä, c et — c, d et — J, 
simul permutentur parametri q et r; permutando vero a et c, Ä et J, per- 
mutentur q ^\ U — r^ r et £' — y. 
Ex iisdem componimus vero 

A«,«'ym'9 J«'y = j^^^^/((l-«)(l-Ä)(l+c)(l+/i). 

V-^sn'r cn'r dn'r = ,^]i^jmi+a)(l+Ä)(l-c)(l-d)). 
quae fornnulis (12, arbculi 5.) contrahuntur ad 

^^'*9^^9^^9 = (li:^)V[q^i et X^'snrcn'rdn r = ^i^a)\b+c)r 
unde perspicis e$se 

in quibvs argumentum p determinetur formulls (1. articuli 8.)* Si O est cen- 
trum lineae abscissarum superius, sector circuli maximi, cuius crura per puncta 
^4 et JU transeunt« « o; est, a quo sectore si subtrahitur area y, remanet 
sector sive tnangulum AOM, cuius latus AM est arrcus curvae catenariae el- 
lipticae. Quare est 

sector AOM= j^-j - 2.'S{v, r). 

Si Cy est cenlrum lineae abscissarum inferius, pari modo intelliges, esse 
X 'irf^= sectori A(yM, idcoque 

sector A(yM= zTTiS) "*" ^•'*^(*'» V 
Duo sectores coniunctim ^fficiunt biangulum sphaericum OACyMO. Cornple- 
menta horum sectorum sunt 
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sector 50Jlf = ^^^ - 2CÄ(L. r) - 'Ä(., r)) et 

sector B(yM^ j^ + 2.CÄ(1. 9) - 'ä(p, 9)) 
qiiaie formulae obQtrahunlor ad. 

sector BOM = ^="^ - 2.C(X-P, i'-r), 

sector B(yM^ ^^fef + 2.C(L-i^, i-'-y)- 
Si Xi est abscissa subtensa arcui CD hyperbolico, quem in inferioris 
hemisphaerae superficie descriptum esse censemus, et area ad ipsum pertinens 
iterum signo fi significatur, quia ipsius Xi initium est idem ac abscissae prioris 
x^ c formulis (2.) illico concludis noyas, dunimodo permutas p et c^i, a et t\ 
b et d, o: et o?!, y et yi, quo permutari q cum V—r et r cum //— ^ lam 
supra memoratum est; quare habes 

3. ^, +/, = ^-^ + 2/5(p..I.'-r) et x,-/,= j^-^-2/S(.„U-q). 

Quia area /i nunc in eadem hemisphaerae superficie eoutinefur, in qua cen- 
trum O' est situm, invenies: 

sector CON = ~^^ + 2. 'Ä(i^, L'-r), 

sector CO'N = j^- - 2 . 'Ä(c;, £'- 9). 
quorum complementa sunt 

sector DOIV = ^7^^-^ + 2. C(i- P| , r), 

sector D(yN= in^cj 2.C(i— Pj, 9). 

Argumentum (?i in formulis modo praecedentibus computabis e formulis (2. 
articuli 10.) 

(Cont. seq.) 
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11. 

Untersuchungen über die analytischen Facilltäten. 

(Von dem Herrn Prof. OeUmger xa Freybnrg im Br.) 
(Fortselrang der Abhaadlung No. 1. im enln nad No. 7. im vwigea Hefu) 



V. 

§. 26. 

JDie Facultäten lassen sich auch benntzen, um die Kreisfunctionen dar- 
zustellen. Bekanntlich ist 



n • a » ■ 2m+n 4iw— n 4«4-w 6i->n 6m+n 

1. Smji^ — s;;»- 2» • 2« • 4.1 •"IGir-'lir-nsS"---- 

• — ?Zl5 Ütt5 3W— a 3m-M i 5»— n ^m+n 

2. Cos .5^— • • « • 3.1 • 3m''1ir ' li^T"" 

«,-f «^ 2it— n 2«-f-n 4»— n 4jiH-fi 6m— n 

3. Sin 2S — « • « • am • 3jii • 5» • 4i»" 

«.T «H-n m-Ht 3<w— n Swi-m 5m— n 5m4-n 

4. Cos jij — a^-^ • 2» • 2ir • "sr • liT • "eST •••• 

•? — -? ??H^ 2m^n 4m— n 4m^-n 6m-H^ 

5. Tng.j^ — ^_- • ^^^- . 3^_^ . 3^^ . 5^;^ . g;^^ .... 

fi^ ^^ nt-:» m-hH 3m— n 3m+n 5m— n 5m+9} 

6. Col.j^— ^ •2m-n*2m+n'4Si^ij;iTn'6ii;^ • •• 

Diese Reihen sind Facultäten. deren Factoren ins Unendliche fortlaufen. 
Sie unterliegen den in (§. 12. u, 13.) aufgestellten Gesetzen und lassen sich 
daher auf Facultäten mit gebrochenen Exponenten zurückführen. Wendet man 
die dort angenommene Bezeichnung wieder an, so erhält man aus dem Obigen : 

n n (2m4-n)°'^'" (2m-n)° ^ 



7, Sm 2m^ — 2«^ • (2m)«»^ • (2m)« 

n (m-n)"'«^ (2m-ii)«i^ 

8. Cosc5-:7r= 



2/n 



9. 



2m m«»*» m l^*« 

,. n _ n]^ (2m-n)''i^ 

Sin 9-'^ — ^«lam • /-x-^«!«-" ♦ 



2m m«i*» • (m+n)« 

,n /^ »» _*-» (nM-n)«»^ (3m-ny ^^ 

IW. Los 2;;;^ — -;;^^ • ^2m)"ia"* ' (2m)«'^ 
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12. Cot 2^^- ^«10^ •(2m^)J«- 

Diese Ausdrücke lassen sich leicht vereinfachen, wenn schickliche Werthe für 
n und m eingeführt oder zweckmässige Veränderungen mit ihnen vorgenom- 
men werden. Bringt man sämrotliche Facultäten nach (1. §. 11.) auf solche 
zurück, deren Zunahme die Einheit ist, und setzt dann n statt \n^ so ergaben 
sich folgende Formeln: 

16. öin j^ — IC. i«c|i^ i«|i — *• fall • jpMi ♦ 



14. Cos -^ = 



©a|l/ n\«|I 
^ v my 

lo. om ^ — (j)«.i(i)«ii » 



n 



16. Cos -TT = 






17. Tg jr = 



Wird die Gleichung (13.) mit (18. u. 16. §. 13 ) verglichen, so ergiebl sich 

n ^ 

19. Sin— ^= ^_iii _JL|| 

oder 

20. 1-^I«.1^-^I^ = 



sin— Ä 



m 

Diese Gleichung wurde schon in (21. §. 13.) gefunden. Die Gleichung, 
welche auf dem angegebenen Wege so einfach folgt, hat Kramp (Anal, des 

re'fr. Pg. 50. No. 20.) aus dem Quotienten ^fjj^ abgeleitet, indem er n zuerst 
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unendlich klein annimmt, und dann wieder in eine endliche Grösse überge- 
hen lässt. Lrgendre hat sie (Exerc. d. calc. int. T. IL Pg. 6, No. 6.) durch 
Integrale und auf ziemlich weit führendem Wege entwickelt. Die Gleichung 
(20.) liisst sich zu noch andern Formen benutzen. Es ist nämlich 

Führt man diesen Werth in (20.) ein, so erhält man 

21. l-^lVl^'»=^. " 



Sin — n 



Es ist feroer l-^T+ll = l-^l^l-^) = '^- 1~ 
Durch Einfuhrung dieses Werths in (20.) ergiebt sich: 

22. i~'^^\\l~^\^=^\-^. 



~i 



m n 

sm — n 
m 



" I |y| fik^mfi — ll 

Wird dagegen der Werth von l "»"*"'= "^.1 '^' in (21.) eingeführt, 
so erhält man 

23. 1-- +»l^ 1^1' = !ür? . JL . _iL_ . 

"^ m m . n 

sinr— ;i 
m 

hs ist 1 •« =1 "•'(*— TT j ='— 7"1 '"» und 
Werden diese Werlhc in (1.) eingeführt, so ergiebt sich 

24. i~-m 1:^+111 ^_ü^«._f_, 

sin — n 
m 

Die Einführung des let^^ten Werths in (21.) giebt 

25. l--™".l^-^'" = i.'^--^- 

mm .91 

sm — n 

m 

Die Einführung des ersten Werthes in (21.) giebt 

26. l-^-»l».l^l»= ^. 

sin — n 
m 

Durch Einführung des eben genannten Werthes in (20.) erhält man 
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27. l-^-»i»l^-^f»=-ü^ 



7t 



n n 

sm — n 
m 

Den Ausdruck von — hat Euler im 8ten und 9ten Cap. Iten Thdb 

sin — n 
m 

seiner Integral - Rechnung auf bestimmte Integrale zurückgebracht^ und durch 
diese auf unendliche Factorenfolgen. Kramp hat zuerst den Ausdruck auf 
die Form (20.) zurückgeführt. Ausser dieser Gleichung hat Kramp (Annal. 
d. math. p. Gergonne T. III. Pg. 128.) auch No. 23. der hier mitgetheilten 
Gleichungen gefunden. Aus dem hiesigen Entwicklungsgange geht deutlich 
hervor, dass die vorstehenden Gleichungen nur von gebrochenen Exponenten 
gelten. Dies stimmt genau mit der ^atur der betrachteten Grössen. Auf diese 
Beschränkung ist insbesondere zu merken ; was bisher nicht geschehen zu sein 
scheint; denn häufig werden diese Formeln so dargestellt, dass man ver- 
sucht sein könnte, sie auch auf Exponenten auszudehnen, welche ganze Zah- 
len sind. 

Die obigen Formeln lassen sich leicht auf allgemeinere Gesetze bringen, 
wenn (§. 7.) angewendet wird. Es ist alsdann 

wird hier der Werlh aus (21.) eingeführt, so ergiebt sich' 
29. l^+'l'.l-^-'l'=(-l)."-±|?_i 



jHSin — n 
m 



m n 

sm — ;r 
m 



Auf gleiche Weise erhält man folgende bemerkenswerthe Relationen: 
30. l^-«'.l-i-'"=(-lX,^ 



m'+'" nn 



n 
msin — ;r 



31. i^-'''l-^-"'=(-l)'si^r.--=V 

msin — ;r 

971 
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nji 



msin — n 



230 11- OeUingerj Untersuchungen über die ancAftiechen FaeuMten. 

32. 1- 1 - = ;;;;m; • — n~' 

m sm — 7t 

91» 



33. 



I» sm — 7t 
m 

m^--n^ 2«fi»*-.n* i^m^-^n^ n n 



34. 



n^-'^.tnr 



sm — n 
m 



nn 

> 

n 
msm — ;r 
m 



35. i-:r-'i»i-^^"*=(-l)'-C^).-^ 



sm — n 
• m 

Die Gleichungen (28., 30., 32. u. 34.) schliessen alle In (20. bis 27.) 
entwickelten speciellen Fälle In sich. Die Ausdrücke (29. u. 35.) lassen sich 

unmittelbar aus (21.) ableiten, wenn -^ — statt — gesetzt wird. Es ist 
alsdann 



36. 1^+"» 1-^-"» = ^ -T~r =(-1)'^ -^ 

fn ./WA ^ ^ fn .11 

sml — +tl7t sm— ;r 



37. i^-'l»l-v+'l»=.?=^._-iL._=(_l)-'«-" « 

\m-*y 



... m . n ' 

sinf tl7t sin — n 



§. 27. 

Setzt man in den Gleichungen (23. u. 25. §. 12.) a = |, J=l, so 
erglebt sich aus der Gleichung (24. $. 26.) der Ausdruck 



1. Cos— TT ^ 



" (i)=i'(är=^i' 

Man kann hierin die Basis der beiden Facultäten mit der Einheit be- 
ginnen lassen. Dann erhält man nach (13. u. 23. §. 11.): 

(1)» ' . (jr "' = - — = - — . 

wenn (26. §. 13.) zu Hülfe genommen wird. Es ergiebt sich auch sofort aus (1.): 
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n 

2. Cos —TT =r 



oder auch 



-}|l i-^-ili_ 



;i: 



n 
cos — n: 
m 



Diese Gleichung lässt sich noch weiter umformen. Es ist nämlich 



'+« 



Hiernach geht (3.) in 



^- ^ •* 2iii n 

cos — yr 
m 

über. Ferner ist 



97t 



ifi— 2n* 



Wird dieses in (3.) eingeführt, so erhält man 



cos — n 
m 



Werden beide Wcrthe gleichzeitig in (3.) eingeführt, so ergiebt sich 



n 
cos — n cos — n 

m m 



Bekanntlich ist 

Man kann daher die Gleichungen (3. bis 6.) auch aus den Gleichungen (20* 

bis 23. §. 26.) ableiten, wenn man "^ + a ^*^^* ^ ***^^- 

Wird die Gleichung (3.) durch die Gleichung (20. $. 26.) dividirt, so 
erhält man 

30* 
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Werden ebenso die Gleichungen (4., 5., 6.) durch (20. §.26.) dividirl, so 
ergiebt sich 

l^~^'Vl~^~^''^ m-2n ^ 

^m ' ^ Jl ml 

J m ' \ m ' 

Man kann nun noch jede der Gleichungen (4., 5., 6.) durch die Glei- 
chungen (21. bis 27. §. 26.) und die Gleichung (3.) durch jede der Gleichun- 
gen (24. bis 27, §. 26.) dividlren. Dieses giebt eine Menge verschiedener 
Ausdrücke. Von denselben heben wir nur folgende aus: 



m 






14. 






Man kann auch die Ausdrücke (7. bis 14.) dadurch umrormen, dass 
man im Zähler und Nenner die gleichen Facultäten ausscheidet. Dadurch ent- 
steht aus (7. und 9.): 

!*■ Tg ^« = ar ■ - ir = ^(> - -r" o - ir 

n 



1« T,^ = ^af(i-^f 
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u. s. w. Auch diese Ausdrücke gelten für gebrochene Exponenten. Dies 
scheint Kramp übersehen zu haben. Dadurch wurde er zu manchen Schlüs- 
sen verleitet, die sich nicht wohl rechtfertigen lassen. Alle die Ausdrücke ge- 
ben unter der genannten Voraussetzung richtige Werthe; wie sich zeigt, wenn 

man sie auf einen bekannten Fall anwendet. Setzt man nämlich — = |, so 
ist bekanntlich Tg 45® = 1. Aus (7.) ergiebt sich dieser Werth unmittelbar. 

Aus (8.) ergiebt sich |Tg 45® = p^^ = (1)*'^ 1^'^ = |, also Tg 45® = 1. 

Aus (9.) erhält man — p == (J)*' .1«' = \, woraus gleichfalls der nämliche 

Werth folgt u. s. w. Die Gleichung (5.) und die erste Form der Gleichung 
(15.) hat auch Bessel in seiner Abhandlung (§. 11. S. 258. Konigsberger Ar- 
chiv) angegeben. ^ 

Man kann die Gleichungen (15. u. 16.) auch zu Darstellung anderer 
Ausdrücke benutzen. Wird nach (15. §. 26.) in der Gleichung (25. §. 12.) 

a =:l, d = l und — — | statt — gesetzt, so ergiebt sich 



Eben so findet man durch Einführung der nämlichen Werthe in (23. §. 12.): 



\2j — ^ n\«|l 



Durch Einführung dieser Werthe in (15. §. 26.) ergiebt sich 

So sehr dieser Ausdruck auch der Form nach von dem in (20. §. 26.) 
gefundenen verschieden ist, so ist er ihm doch dem Inhalte nach gleich. 
Bringt man nämlich die Basis der in ihm enthaltenen Facultäten nach (13. 
§. 11.) auf die Einheit, so ergiebt sich 

,o .. n 1-111. l-P ^ 

18. Sm— 7!^ = 



i-^Ki^-i|i i-^|i.i+^-»ii 

Auf gleiche Weise lässt sich die Gleichung (J6. §. 26.) behandeln. Setzt 
man nämlich in den Gleichungen (16. u. 18. §. 13.) ^+i statt — , so erhält man 
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Im +'-l|i = --— i -^ und l"---*'^ = 



und hiernach aus (16. §. 26.): 



19. Cos^* = 



In (3.) dieses Paragraphs wurde diese Gleichung auf eine andere Weise ge- 
funden. 

Aus den Resultaten in diesem und dem vorhergehenden Paragraph 
zeigt sich, dass aus den AusdrücLen (1. bis 4. §. 26.) nur zwei Grund- 
gleichungen gewonnen werden, und dass (1. und 3., 2. und 4. §. 26.) nur 
einen und denselben Werth haben, wenn auch ihre Form verschieden ist. 
Die Grundgleichungen, welche die Kreisfunctionen auf die Facultäten zurück* 
bringen, sind die (20. §. 26.) und (3.) in diesem Paragraph. Aus ihnen folgen 
die übrigen. Für den Ausdruck des Sinus durch Facultäten sind acht verschie- 
dene Gleichungen (20. bis 27. §. 26.) angegeben; für den des Cosinus nur 
vier (§. 3. bis 6.). Man kann auch für den Cosinus, nach Analogie von (24. bis 
27. §. 26.), noch vier andere Ausdrücke aufstellen; sie sind jedoch nicht so 
einfach wie die obigen und werden deshalb hier übergangen. Der Ausdruck 
der Tangente, Contangente u. s. w. durch Kreisfunctionen hat keine weitere 
Schwierigkeit; nach dem bekannten Zusammenhange der Kreisfunctionen un- 
tereinander. 

Es lassen sich endlich auch durch die bis jetzt gefundenen Resultate 
die Facultäten mit der Reihe 

20. «r* = 1 -I- T + 



1 ^ 1.2 " 1.2.3 ^ 1.2.3.4 
k-ei^leichei). Bekanntlich ist 



__ _. n Cm — e » 

21. Sin— w = 



ffi 2.1 

^„ I -s |/— 1 ist. Eben so ist 



22. Cos —TT = 



n e^ — e »» ' 



« " - 2 

Dieses giebt nach (20. $. 26. und 3. in diesem Paragraph) : 

23. l-^l^l^-''^=^^^^. 

^i — n ^ — t — n 

e m ■"" m 
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24. l^-il^i-^H|i^ 



2n 






Aus (23.) erhält man auch folgenden Ausdruck: 
25. l-^Kl^l'= 2'»" 



Setzt man i.— statt •— - in (24. u. 25.), und bemerkt, dass i' = — 1 ist, so 
findet sich aus (25. u. 24.): 



26. 1 « 1 . 1 «• 1 = 1^ und 



^ — n ^ n 



27. 1*» .1 »» *' = __^ 



6m -4~ ^ '^ 



Diese Gleichungen zeigen ^ dass Facultäten, deren Exponenten imaginär sind, 
auf reelle Werlhe führen können. Aus (26. u. 27.) ergiebt sich 

28. 



m 


e^ — e m 


n 





Auch die in diesem Paragraph aufgestellten Gleichungen (1. bis 14.) 
lassen sich auf allgemeinere Formen bringen. Wendet man wieder die im 
vorigen Paragraph angegebene Methode an, so erhält man folgende Gleichungen: 



^ ^ — l-^; (ifH-2nyi2m(2iny ' m ' n 

^ ^ cos — 71 

m 



29. 

30. l^-H+*|l, i-|r~i-*il ^(_.j^. at^)^2n _^ ^ 

cos — 71 

m 

Qi ivH-i-'H i-^-J-'li -( ly C2»»'^(«H-2«) . ^ 

^*- * * ■-''^'' '(2ih-««)'I-*"(2«+iii)"«'".2j»" ^ n " 

cos ~~~ TZ 

m 



32. 
33. 



l^+i-'|l l-^-i-'|l -/--lY (2ffi)''.(«H-2n) ?r _ 

171 

^^ ^'^ — (2jii)'^' • 2m • n ' 

^ cos— ;r 
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34 



»^j_i.,u ,_i_H-<ll (3m+2n)'l*"(»-2nyi»™ 2n+m n 

i" 1 ■" = (2^' ■~2ir-~ir' 

^ cos - - JI 

m 

__ " H.j_«|i ^i-i+rli _ (m-2nY'^C2m) ' 2»+m n 

.iö. l™ I. •» — ^2my(2n+my^-^ '2m ' - ' 



n 

cos — Jl 
m 



36. 



l^+i-'|i i-^-W» =(_iy-i(??zgr2?. _^. 



2m n 

cos — 7t 
m 



Eben so ergeben sich aus der Verbindung von (29, u. 35, §. 26.) mit 
(30. u. 36.) folgende Relationen : 



^®- "_,|. _JL+,|i - 2«m-«) •^Sm'"' 

1 ^+HO i-:^-i+<l^ ^ (2^-l)m-2n ^ ji_^ 



39. 



40. 



§. 28. 

Die in den zwei vorhergehenden Paragraphen gefundenen Gleichungen 
lassen sich zu weitern Anwendungen benutzen. Die Gleichung (21. §. 26,) 
giebt ein Mittel ab, noch andere Ausdrücke für die Logarithmen der Facultäten 
mit gebrochenen Exponenten aufzustellen. Man erhält aus ihr 

1. Ig 1-1^ + lg 1"- -1^ = lg 



n7z 



n 

msin — a 
m 



Bezeichnen wir nun die Vorzahlen der begleitenden Reihe in (15. 
§. 22.) der Reihe nach durch ^o, Ai^ A^, — , so findet sich 

"^ ~iZ, + -^0 Ax 11 -^3 ^8 + • • • • 



11. OtUmgtr, IMenuiehmgm &m «St tmaiytitehm FaeuUäkm. 237 

Eben so ans (21. §. 22.): 

3. lg i-^i=9lgm-lg(m-n)'"»+i5^1g'-^-^Ig*-5^+§lg2« 

Wird die Gleichung (3.) voii (2.( abgezogen, so erhält man 

4. igi-i -igi »1 =ig («H.n)^»' m ^6-« j;»-'s-ir-+''ßiöii;^ 

— -— 2^1 — — 2^,jji~2^,j^-.... 

Zählt man (1.) und (4.) zusammen, so ergiebt sich 

1 ,— Il »I »«« II («•—")•'" . ,10«i+ii, lOai+n 



wsin— ^;r 
m 

10m— n . lOfw— n lOw— n 

2Ji T" w "*"4'gl0m+n 

Wird (4.) von (1.) abgezogen, ' so findet sich 

„ . ,_ili ,, nn ,, (w-n)»"" lOw+n |_ 10>H-n 

m 
10m--n | 10»i— li ,. lOm^-n 
"*" 2m ^S ifi ~i'6lOm+n 

Setzt man für ^j, ^3, -^, •... die Werlhe aus (§. 22.), so ergiebt sich aus 
(5. und 6.) 

7. igi-i = iig — TT + ''s (^;;^ö^- "^ -äir 'g -IT- 

m 
lOfw— ii i lOtn— n „ 10m— n 
~ 2m *S m "•" ''S iüiii^i 

- ^ 1,000 832 503 927 324 ... 

m 

- 4 0,000 008 305 828 467 .... 

- —, 0,000 000 082 759 735 2 .... 
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8. igi -i =^h—i--'^hö^i^^--sr^s-iir- 

msm — n v -^ , 

m 

10m— iii 10m— n ^. lOw— n 

"•" "iHT^^ ^ ""J'ßiöm-Mi 

+ ^ 1,000 832 503 927 324 

+ ä 0,000 008 306 828 467 ... . 

m ' 

•*" S •'®®® ®^ ^* "^^^ '''*® ^ • • 



Für Briggische Logaritbixien gestalten sich diese Formeln etwas anders. 
Wendet man die eben benutzte Entwicklungsart auf die Gleichungen (27. und 
28. §. 22.) an und bezeichnet die Vorzählen der begleitenden Reihe durch 
Boy Bi, J?2 •••*> so erhalt man 

Werden nun für (1.) auch Briggische Logarithmen genommen» wird dann 
(9.) zu (1.) addirt und davon abgezogen, und werden in die Resuhate die 
Werthe für Bi,B^,B^, .;.. aus (27. u. 28. §. 22.) gesetzt, so ergiebt sich 

in 1 L i-|l II «^ 11 («H-n)*''» , lOw+n, lOm+n lO«-«, lOm-n 

10. Igbr.l'«! =5Ig— _-ilg^--^ 

tn 

lOiH-R 



~ *'6 10»_„ 

- ^ 0,434 656 033 765 051 6 ... . 

tu 

- J 0.000 002 607 175 470 8 ... . 

- 5 0,000 000 035 942 096 36 .... 

- J 0,000 000 000 357 678 6 .... 
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msin — 7t 
m 

•*■ 5'S I^S "*■ i ®'^'^^ ^^^ *^^^ ^^^ 051 6 ... . 
+ ^0,000 003 601 175 470 8 ... . 

H- 5 OtÖOO WM> 035 942 096 3 . .. . 

Das Dämliche Vetfiihreii. lässt sich auf die in ($.23.) entwickekea Ausr 
drücke anwenden. Bezeichnet man die Vorzählen der Entwicklungen in (12. 
u. 13. §. 23.) der Reihe nach durch Ci^ t^, C3, ...., so ergiebt sich 

12. lg 1-1 =-lg-j^ + Cim + ^m-- ^^m- + ^^m^--' 

13. Igl J» = _lg— -,C,- + Q;;i;+q,^+C,j;^ +.... 
Wird (13.) von (12. abgezogen, so erhält man 

14. lg 1-.'*- Igl ■"'' = ig,;rr« + 2c.--2(;^-2c.j;s-.... 

Wird (14.) zu (1.) addirt, und davon abgezogen , so ergeben sich folgende 
zwei Darstellungen der Logarithmen von Facultäten mit gebrochenen Expo- 
nenten : 

, ,— ll 11 »^ 11 ^'^^ ^n ^ n^* r' ^^ 

15. igiJ* =l%— T--^^ig^ + ^^«-^s?-^»i;?-"- 

msm — 7t 
m 

,^ili ,, nft ,, ni-n r ^ ^ r ^^ ^ r ^^ . 



16. lgl-=l' = älg^V-ä'8S-<^'^+'^S+<^i 

m 
oder auch, für hyperbolische Logarithmen: 

17. Ig 1^1* = Hg -^- - ^>g ^ + ^ «''*22 784 .3.35 098 467 1 



»isin — n 

*" -5 0,067 352 301 053 198 1 .... 

- ^, 0.007 385 551 028 673 98 . ! . . 

_. -, 0,001 192 753 911 703 2 ... . 

m 

.^ ~ 0^0 223 154 758 453 5 , . . . 
31» 
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IH. Ig I-'^l'=4lg -^- + h\%^ - -^ 0,427 784 335 098 467 1 .... 



»Sin — 31 



^ 0,067 352 301 053 198 1 .... 



jji 0,007 385 551 028 673 98 .... 



Für Briggische Logarithmen ergiebt sich 

19. )g 1^1» = 4Ig -5^ + Jig ^ + i 0,188 612 903 768 48 .... 

»sin — 7t 

-J 0,029 250 732 6917 .... 
-^0,003 207 504 058 .... 
-^0,000 518 006 442 .... 

20. lgl-^l' = 5Ig— ^^ +''6^-£- 0,183 612 903 768 48 .... 

«sin— ,1 ■*"" * 

+ ^ 0,029 250 732 691 7 .... 
+ ^ 0,003 207 504 058 .... 

Die Gleichung (17.) hat Bessel in der angeführten Abhandlung ent- 
wickelt. Seine &hlen in den angegebenen Formeln stimmen nicht alle mit 
den hiesigen. 

$. 29. 

Man kann auch die Gleichung (20. §. 26.) benutzen, um die in ($. 14 ) 
entwickelten Ausdrücke zu finden. Es sei, wie dort angenommen, 

l. :t-(i-=I') = 1- ■"• 1- -I' - i-^>.i-'^'. 

Nun unterscheide man die Fälle, wenn m eine gerade und wenn es eine unge- 
rade Zahl ist. Wendet man die Gleichung (20. §. 26.) auf den Fall an^ wo m 
eine gerade Zahl ist, so ergiebt sich 
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1 W*. 1 m = j— , 1 m\\ 1 »n -5 — - , .... 



l-^|l l-£|i = 



sin 



SS" 



.-=^'ll 



.... 1 »-IM-»»!' s= -— , 1- a»l\l-iSl* = —• 

. R . N 

Sin — n sin — n 

n . m 

Für eine ungerade Zahl erhält man 

3. l-SS:>.l-i^il> =: % , l-5SriKl-^l» = 






•^i|l. 1-i^l* = — -" - , l-^il^ l-SSTil* = 



Es ist leicht zu sehen , dass die Ausdrücke (2. u. 3.) Quadrate der einfachen 
Reihen 

4. JSf-^d^^'O und ^r(l"^»'*) 

sind und dass sich ferner die Producte der Facultäten so in zwei Abtheilung^n 
bringen lassen, dass die ersten 2m Glieder den letzten 2m Gliedern gleich sind. 
Es ist nun die Aufgabe, das Product der Sinus^ welches dem Quadrate 
der eben angegebenen Facultätenproducte gleich ist, auf eine andere Form 
zu bringen. Hiezu giebt die Analysis das Mittel. Ihr zufolge ist 

.... sin(-2^ TT— z) sin(-2;jj^ +z).sin(j^7r— z) 

Wird in beiden Gleichungen z = gesetzt, so nehmen die Ausdrücke 

links die Form ^ an. Ihr Werth lässt sich für diesen Fall entweder durch 

Entwicklung in Reihen, oder durch Differenziiren finden. Man erhält für 
z = 0: 
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sin2«g 2m , si n(2y4.1)2 2aN-l. 

'2^-isin» ~ 2^-^ """ 2*». sin« ~ 2^ * 

Aus (5. und 6.) ist 

. n . 27t . ^71 . m— 1 1/-. — j— l/ 2«» 

'• ^^" 2^1 • ^'" 2^^ ^^"^ te • ' • • ^^" "aST '^^^^ 57r = K 22;;r-i 

Die Gleichungen (7. u. 8.) umfassen die Hälfte der Factoren in (2. u. 
3.) und sind daher den Ausdrücken (4.) an Werth gleich. Diesiem zufolge ist 

9. ^-(1-^1^) =]/^^\ 



10. j^rci-^'^ =V^- 

Die beiden Ausdrücke vereinigen sich in folgenden: 

11. ^"»-'(l-^h =r (2ir)«'^".m-i. 

Aus dieser Gleichung lassen sich nun die in (§. 14.) gefundenen leicht 
weiter ableiten. Es ist nämlich 

12. 1"'* . l*-- «1^ . l**^ ^K . . . r- ^1^ = l~^l^ m-~^i (27r)i('^*>. 

• ' ' ■■ ■ ■ . 
§. 30, 

In (§. 1.) ist gezeigt worden, dass sich jede Facultät mit gebrochenem 
Exponenten durch einen Quotienten zweier ins Unendliche fortlaufenden Fa- 
cultäten und, unter bestimmten Bedingungen, der Quotient zweier ins Unendli- 
che fortlaufenden Facultäten durch Facultäten mit gebrocbenen Etpönenten 
darstellen lässt. Die Anwendung der Sätze (§. 12. u. 13.) führt zu den Ent- 
wicklungen ($. 26. bis 29.). 

In ($. 12.) wurde die Gleichung 

1. a^l^ = «"Ü(«_±5^ ' 

u. s. w. aufgestellt, welche die Bedin]^ngen angiebt, unter welchen der Ucber- 
gang von Facultäten mit gebrochöien Exponenten auf untodliche Factorenfol'* 
gen, und umgekehrt, gestattet ist In dieser Gleichung kommt der Factor 

n 

(a-how/)« vor. In allen bisher betrachteten Fällen, wo von unendlichen 
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Factoreofolgen auf Facultäten mit gebrochenen Exponenten geschlossen wurde, 
bHeb dieser Factor ausser Acht und es wurde also die Grleichuog 

2. ö"»' ^ = " 

der Schlussfolge zum Grunde gelegt. Es ist nun nachzuweisen, dass die Ver- 
nachlässigung des genannten Factors geschehen dürfe, ohne die Richtigkeit des 
erhaltenen Resultates zu beeinträchtigen. 

Nimmt man die Logarithmen in der Gleichung (2.), so'erj^ebt sich 

flu tu m m 

Eben so ist 

Wird die Gleichung (5. §. 21.) auf (4.) angewendet, so ist 



• 



5. 






in 



Da eine endliche Grösse, einer unendlichen gegenüber, mit welcher sie 
in Verbindung steht, verschwindet, so geht die vorstehende Gleichung in fol- 
gende über: 



lg 



^?-7. ^ ^\-i^) - Kj)' 



(a+-d)' 



A-d 



Behandelt man nun die Facultät ar' nach der Gleichung (5. §. 21.), so ist 

,. ,g„w|^=ij(l-^)-fi(|). 

Aus der Vergleichung von (2., 3., 6. u. 7.) folgt, trenn man von den Ijogaritb- 
men auf die Grundgrössen übergeht: 

^|rf _ o«''' _ a(<»+d)im+2d)(a+3d) .... ■ : 

m fli ifi 911 

In dieser Gleichung fehlt der genannte Factor. Man kann denselben 
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auch nach'(l.) in den Caicul aufnehmen, und wird gleichwohl zu dem, eben 
in (8.) erhaltenen Resultate geführt. Für diesen Fall ist aus (1.), wenn die 
Gleichung (5. §. 21) angewendet wird: 



». lg 






Nun ist nach (3. §. 21.) 

Eben so ist 

(a+^d+ad\ /'a+^d+ad \ a+^d+ad 

Da auch hier die endlichen Grössen den unendlichen gegenüber verschwinden» 
»o erhKlt man durch Einführung der eben gefundenen Werthe in (9.) folgende 
Gleichung: 

und hieraus/ da diese Gleichung aus (1.) abgeleitet wurde: 

n 

11. ö"»' = • 



Dl 



Nach (8. u. 11.) kann unter den angeführten Verhältnissen 

o"''' p a''"'(o-+-arf)« 



gesetzt und daher die Gleichung (2.) immer angewendet, also auch der Factor 

n 

(a + ady^ vernachlässigt werden. 

Geht man auf die Grundgleichung zurück, aus welcher (1.) und die 
übrigen hier erlangten Resultate abgeleitet wurden, so ist sie in ihrer All- 
gemeinheit: 

und in der speciell hier vorliegenden Gestalt: 
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Sic enthält folgendes Gesetz: 

12. In jeder Facultat, welche zwei gesonderte Exponenten hat, 
können die Exponenten willkürlich unter sich versetzt werden. 

Man kann daher die Rechnungen, welche der eine Exponent vorschreibt, 
zuerst ausführen, und dann diejenigen folgen lassen, welche der andere ver- 
langt;: oder utngekehrt.. Die veränderte Ausführung der Rechnungen hat auf 
das Ergebniss keinen Einfluss. Der Satz (12.) gilt sogar noch, wenn der eine 
Exponent unendlich gross ist, also die Ausführung einer unendlichen An- 
zahl von Operationen verlangt, und es ist 

13. a^-i-^l"^ = a«-»-*!''; 
was auch a: bedeuten mag. Ist a: ein Bruch, so entstehen die hier betrachte- 
ten Ausdrücke. 

Hieraus folgt, dass man bei einer Facultat eine endliche Zahl von 
Operationen mit einer unendlichen (nie endenden) Zahl in Verbindung brin- 
gien, und in dei' Ausführung willkürlich verfahren kann. Man kann daher mit 
Ausführung der endlichen Zahl von Operationen beginnen und die unendliche 
Zahl folgen lassen, und umgekehrt, mit der unendlichen beginnen, und darauf 
die Zahl der endlichen folgen lassen. Im letzlen Falle heisst dies so viel als 
die Zahl d^r endlichen Operationen nie ausführen. Sie können also auch ver- 
nachlässigt werden, wenn die Ausführung der unendlichen Operationen voraus- 
geht. Dies ergiebt sich auch durch eine einfache Schlussfolgerung: denn eine 
Operation, die nach Beendigung unendlich viel anderer vorgenommen werden 
sbll, ausfuhren, heisst so viel, als sie nie vornehmen. Hierdurch wird wie 
derholt der Satz 

14. a* — (a+a:)"'^ ~ (a-f-a^)Ca-Ha:rf-f-rf)(a-HÄcf-f-2c/).,.. 
bewiesen; der also gültig ist, ob er gleich die Form, aus der er ursprünglich 
entstand, nicht beibehalten bat, sondern verstümmelt (um mich dieses Aus- 
drucks zu bedienen) ist, und ein Glied noch enthalten sollte, welches er nicht 
mehr enthält, w^il es keine Bedeutung mehr für ihn hat. 

So wie sich nun ein Quotient zweier unendlichen. Factoren folgen unter 
bestimmten Bedingungen auf eine Facultat mit gebrochenem Exponenten tvk- 
rückbringen lässt: so lässt sich auch ein «olcher Quotient in bestimmten Fällen 
auf eine Facultat mit ganzem Exponenten bringen. Das Gesetz, nach welchem 
dies möglitb ist, findet sich in (14.)* . 
Crelle*8 Journal f. d. M. Bd XXXIH. Heft 3. 32 
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Endlich lässt' sich der Quotient zweier unendlichen Factorenfolgen in 

bestimmten Fällen auf den Quotienten zweier endUchen Facultäten bringen. 

Die Form, in welcher dies immer möglich sein wird, ist 

(n+l)(w+2)(w-i-3)(in-4) ,... 
(m+l)(»i+2)(»i+3)(m-H4) .../ 

Es ist nämlich 

^^ (n+l)(iH-2)(n+3)(iM-4)>. .> _ i (n+lT ^ , . ^,v«a , , _^,wi 

Nun ist nach (5. §• 21.) 

15. Ig [,^Jlp= J^C^^ + l + öt) - R{n+1) - Ä(m+l+a) + jR(mrl-l) 

= Ä(m+l)-/J(n+l). 
Nach (5. §. 21.) ist auch 

16- IgxS'=iS(m+l)^Ä(I)-/J(n+l)+Ä(l)===Ä(m+l)-Ä(/i+l). 

Aus (15. u. 16.) folgt, wenn man von den Logarithmen auf die Grundgrossen 

übergeht: 

lm!l (in.l)(in-2)(iH-3)(ii+4) .... 



17. inii 



l»ii — Ci»+l)(ii»+3)(jiH-3)(ifH-4).... • 

Diese Gleichung lässt sich auch auf folgende Weise entwickeln: 
(nH-l)(n-f-2)(n-h3)(in-4) .... _ ^^ l "'Hn-»-l)''" _ "^ V^^ 
(•H-l)(«H-2)(ifi+3)(iii+4).... ~ 1»'* • 1~'>(»H-1)«'* ~ 1^^ • 1*+«» 

\m\l |ali Imll 

^^ Infi ' Y^i ^^ i«ii • 
Die Gleichung (17.) gilt, wie leicht zu sehen, auch dann, wenn n und 
m gebrochene Zahlen sind; so wie, wenn m und n gleichzeitig negative Gros- 
sen sind. Für diesen Fall lässt sich jedoch eine veränderte Ddrstellung erlan- 
gen. Aus (17.) folgt für ein negatives m und /i: 

\^ _ (-iH-l)(-iH-2)....(-ii+ii-l)(-ii+n).1.2.8.4. 



18. i-„,i —(.H,|+i)(.^,,H.2)....(--«+iii-.l)(-«H.»). 1.2.3.4 ....• 



Nun ist 



l-^i^__ (■-iH-l)(-n4-2)....(-2)(-l)(tH-n) (-l)»-i l>-i|i 

1-H — (-HiH-l)C-«H-2)...(-2)(-l)(-4iH.») (-ir-i 11-^111' 

folglich ist auch 

„ (-iH-i)(->iH-2)(->iH-3).... ..^v::^ 

^^- (-jiH-l)(-«H-2)(-«+3).... — ^ ^> 1— »I*' 
Für gebrochene negative Exponenten ist nach (16. §. 13.) immer 
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_ . J» (-f+l)(-f+2)(-^+3).. 

20. -JTT 



l~ml 



9 '^9 '^9 



ItI' (--l+,)(_^+2X-j+3).... 

Ist in (18.) nur n, oder nur m negativ, so wird der W-erlh der Gleichung 
entweder 0, oder unendlich gross. Die Sätze in (15. bis 20.) gelten nicht nur, 
wenn die Zunahme der Facultät die Einheit ist^ sondern auch für jeden andern 
Werth der Zunahme. Jedoch ist zu bemerken^ dass man bei Anwendung der 
in diesem Paragraph aufgestellten Sätze vorsichtig verfahren muss; namentlich 
wenn es auf die umgekehrten Schlüsse ankommt. In diesem Falle ist es immer 
sicherer, die Gleichung (1. oder 13.), welche volle Geltung hat, zum Grunde 
zu legen; wie sich dies sogleich im folgenden Paragraph zeigen wird. 



§. 31. 

In (^§. 21., 22., 23., 24. u. 28.) wurden verschiedene Arten angegeben, 
den Logarithmen einer Facultät auszudrücken. Die Sätze im vorigen Paragraph 
geben nun ein Mittel an die Hand, die in (§. 23.) und zum Theil auch die in 
(§. 24. u. 28.) gefundenen Formeln auf eine ungemein einfache Weise zu ent- 
wickeln. Zu dem Ende ist von der in (13. §.30.) aufgestellten Gleichung 
auszugehen, welche immer für ein ganzes und gebrochenes, positives, so wie 
für ein gebrochenes negatives n? gilt, in bestimmten Fällen aber für ein ganzes 
negatives x auf einen unendlich grossen Werth führt. Aus (13.) ist 

1. lg a*l^ = lg (a+orrf)«!'^ ' 
Nun ist 

1. \g(z + u) = lg(z(l + -7)) = Ig ^ + Igd + 7). 

Werden nun sämmtliche Glieder des Nenners nach dieser Gleichung behan- 
delt, so ergiebt sich 

xd 
lg(o + XJ) =: Ig fl + lg(l + -), 

lg(a + J + ard) = lg(o + rf) -I- Ig(l + 5^^), 
lg(o + 2d + xcl) = Jg(a + 2d)-*- lg(l + ^) 



Hiernach geht (1.) in folgende Gleichung über: 

32« 
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3. Ig a'l" =- lg(l + f ) - lg(l + ~y- Ig(l -„-^5) •••• +^lg(«+a'^ 

Werden hier die Glieder recht«, vom zweiten an, nach folgender Reihe ent- 

wickeh : 

. . . Uk u u^ u^ u^ 

4. Ig(l + ->-Y-&5 + 3^-4;i + ...., 

so erhält man 

xd > _ xd _ x^d* x'd* __ x*d* 

'gCl + a+d^ "" a+d 2(o+«f)' "*" S(a+d)» Ha+d)* "*" — 

I /i xd .__ xd x'*d* . a'd» x*d* 

'gCJ + riörf^ — ^Töö "■ 



a+2d''~a+2rf 2(a+2d)' ^ 3(a4-2rf)' 4(a+2d)* 
, ,, arrf V xd x^d* x*d' x*d* 

W + ^Z3d> 



a+Sd^^a+Sd 2(a+3d)^ ^ 3ia+3df i(,a+3d)* ^ • ' ' ' 

Ordnet man die hieraus entstehenden Reihen nach den Potenzen von aeJ, so 
erhält man für (3.) folgenden Ausdruck: 

5. Ig a'l^ = — Ig(l + -) -h- .T lg(a + ad) 

, . 1 1 _L 1 _^ 1 ^ 

- ^« to ■*" ^T2ä "** 5:j3rf "^ aTirf ■*" ••••'' 

+ ?!^(^_ + _J_+_L_ + __L_ . X 



2 \a+d)* ^ (a+2rf)» ^ (o+Sd)* (<H-4if)« 
2 Xa-i-d)" ^ (a+2<0' (o+3rf)' (o+itO" 



Piun ist in diesem Journal (16ter Bd. S. 138. $. 127.) gezeigt, dass 
ist. Wird dieser Werlh in (5.) eingeführt, so ergiebt sich 



6. lg a-I<' = - Ig(l +"^) - C- ^)dx 






-*- 2 '^^ (a+zd)* 3 ** (o+af)» ' 4 '"^ (o+xrf)* '"" 

Setzt man hierin e{ = a =: }, so findet sich aus (ß.y 

7. lgl«H=-Ig(l + a;) + (l~C)a. + ^-S',"^,-j-^'^ + j-S"r^4-.... 
Dies ist die in (8. §. 23.) gefundene Gleichung, die immer für ein ganzes 
und ein gebrochenes positives oder gebrocbcnes negatives cc gilt. 
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Benutzt man die Gleichung (3.)^ so kann man die in (15. §. 22.) ge- 
gebene Formel noch anders umarmen. Es ist nämlich 

lg m» - Ig(m + n)t» =- lg(l + ^) + lgC2+^)+lg(3 + ^)....+Ig(9+^)] 
Werden die hier erhaUeDcn Ausdrücke nach (4.) behandelt, so findet sich 

-Ig— ^?— = -Jg(l + ;;r> 

~ ^ '^ ~ i2« "~ o^;? "*" o^» "■ • • • -1 



1 Q [JL » . n" -, 



Wird dies nach den Potenzen von — geordnet, so ergiebt sich 
9. -lg^^!^ = -Ig(l + |-)-lg(2.3.4....9) 



^ 2m* \2* ^ 3*^ • ••• 9V 
3m» \2» "*■ 3" ■*" • • * 9V 



Um den Werlh von lg — ^js — darzustellen, sind die Werthe von ^1;;^ no- 

thig. Sie sind folgende, bis auf 21 Decimalstellen berechnet; noch die 21 te 
Decimalstclle dürfte richtig sein. Die Vorzählen bezeichnen die Buchstaben 

10. A = l>^9 968 253 968 2&3 968 253 ... . 
D, = 0,539 767 731 166 540 690 350 ... . 
D, =s 0,196 531 985 674 193 251 668 ... . 
D, = 0,081 936 583 493 756 546 785 ... . 
A = 0,036 897 341 344 6^3 456 035 ... . 
A = 0,017 340 512 441 431 496 134 ... . 
A = 0,008 349 054 950 157 442 411 . . . . 
A = 0,004 077 336 255 262 596 260 ... . 
A = 0,002 008 391 002 408 654 508 ... . 
Ao = 0,000 994 674 958 549 472 793 ... . 
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Du = 0,000 494 188 588 225 514 254 ....' 
Du = 0,000 246 086 551 801 829 508 .... 
Da = 0,000 122 713 347 428 012 326 ... . 
Du = 0,000 061 248 135 043 936 850 .... 
D„ — 0,000 030 588 236 305 501 270 .. .. 
Du = 0,000 015 282 259 408 491 632 .... 
V„ = 0,000 007 637 197 637 882 025 . . .. 
D„ = 0,000 003 817 293 264 997 752 ... . 

Vom 19ten Gliede an fallen diese Vorzählen mit den in (§. 23.) für 
2^-j, angegebenen Werthen zusammed, wenn nicht mehr als 17 Stellen in 

Betracht kommen. Die mit den Gliedern Da, D3, Di .... verbundenen Divi- 
soren 2, 3, 4, 5 .... können auch entfernt werden. Dies giebt' 

11. ' E^— 0,269 883 865 583 270 345 175 ... . 

Ei = 0,065 510 661 891 397 750 556 . ... 

£4 = 0,020 484 145 873 439 136 696 ... . 

£, == 0,007 379 468 268 938 691 207 ... . 

^6 = 0,002 890 085 406 905 249 355 . ... 

jE, = 0,001 192 722 135 736 777 487 ... . 

Et = 0,000 509 667 031 907 824 532 ... . 

je; r= 0,000 223 154 555 823 183 834 .... 

£,0 = 0,000 099 457 495 854 947 279 .... 

Ell = 0,000 044 926 235 293 228 568 ... . 

Eli = 0,000 020 507 212 650 152 459 ... . 

£,, = 0,000 009 439 488263 693 255.... 

£14 = 0,000 004 374 486 678852 632.... 

£,, = 0,000 002 039 215 753 700 084 .... 

Ek = 0,000 000 955 141 213 030 727 . .. . 

£„ = 0,000 000 449246919 875413.... 

E„ = 0,000 000 212 071 848 055 430 ... . 
Die spätem, hieher gehörigen Werthe fallen ebenfalls mit denen in ($. 23.) 
zusammen. Der Wcrth des in (9.) vorkommenden Logarithmen ist 

lg(2. 3 .4 . . . . 9) = Ig 362 880 = 12,801 827 480 081 469 611 207 . . .. 
Demnach geht der Ausdruck (9.) in folgenden über: 

12. -lg^l"^=-lg(l+^)-lg(2.3.4....9)-£.;J+J^5-^5+-" 
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Werden die gefundenen Werthe in (15. §. 22.) eingeführt und die 
Vorzahlen der GHeder der dortigen Reihe durch j4o, Ai^A^, -^a«... bezeich- 
net, so erhält man 

Dieser Ausdruck, oder der (9.), ist gut benutzbar^ wenn m eine et- 
was grössere Zahl im Yerhältniss zu n ist, weil dann die Glieder der beglei- 
tenden Reihe schnell convergiren ; oder wenn man die nöthigen Logarithmen- 
tafeln nicht zur Hand hat ; oder auch, wenn die Logarithmen selbst nicht wei- 
ter darin angegeben sind. Sollte der Werth von lg(l -i- —) ebenfalls durch 

eine Reihe dargestellt werden, so geschieht dies leicht, wenn die Vorzählen in 
(10.) um die Einheit, oder in (11.) um |»§,j^,|>.... erhöht werden. Endlich 

kann man auch die Ausdrucke (10 -H -J) Ig(10 + ^) — Jlg(10 + ^) in 

(13.) auf die nämliche Weise wie in (3.) behandeln. Dies giebt 

(10 +^) lg(10 + ^) - JIgdO + ^) = lOlglO + ^ lg 10 - |lg 10 



2.10«« ^ 3.10*1»» 4.10»m* ^ 5.10««» 



10«« 2.10»»!* ^ 3.10»«« 4.10*m» 



I»«.» 



2.10m ^2.2.l0*m« 2. 3. 10* «• ^ 2.4.10««* 2.6.10»«' 
Wird dieser Ausdruck nach den Potenzen von — geordnet und wer- 
den die nöthigen Reductionen gemacht, so ergiebt sich 
14. (10 + ^) IgClO + ^) - lg(10 -*- ^) = 101g 10 - }lg 10 

^2.3.10» ^ 2.3.10»-' m' 

"*" (3XI0» "*" OTTo*)^? 

M.5.10* ^2.5.10»/m> 
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Die in Klammern eingeschlossenen Grössen können nun auch in Deci- 
malbrüchcn dargestellt werden. Nennt man sie der Reihe nach JF,, F^, 

h\ , so ist 

15. Fl = 3,252 585 092 994 045 684 107 ... . 

1^, = 0,052 5 .... 

J'a = 0,001 833 3 .... 

F4 = 0,000 095 833 3 .... 

Fs = 0,000 006 .... 

jPs = 0,000 000 416 66.... 

F, = 0.000 000 030 952 380 952 3 .... 

F, = 0,000 000 002 410 714 285 714 285 .. .. 
Der Werth der hierher gehörigen Logarithmen ist 

lOlg 10 — ilg 10 = 21,874 558 383 443 433 998 17 .... 
Man sieht, dass auch die Glieder der Reihe (14.) schnell convergiren, 
und dass daher der Werth ron (14.) leicht dargestellt werden kann. Nach 
Bedurfniss kann man sich daher der einen oder der andern , oder auch alier 
bisher aufgestellten Reihen gleichzeit^ znr Berechnung des Logarithmen einer 
Facultat mit gd)rochenem Exponenten bedienen. . Immer wird man diese Lo- 
garithmen auf wenigstens sechzehn Decimalstellcn mit Sicherheit anzugeben im 
Stande sein. Verbindet man sämmtliche bisher betrachteten Reihen mit dn- 
ander, so ergiebt sich ' : 

16. Ig 1-'* = - lg(l + i) - lg 362 880 + '5»Ig 10 + ^Ig 27r - 10 

+ y/o-(^i + l+J?,-/;^ 

+ (A + E. + f,)^.' 
- (-^3 + Fa + Fa) *' 



m' 



ZShlt man endlich die Werthe — lg362 880— 10 + ^Ig 10H-ilg27r-i-^„ 
zusammeUf so geht ihre Summe in über und man hat 

17. Ig 1-1' = - lg(l+ ^) - (^, + 1 + £, - F. ) ^ 

+ (A, + i:, + F,)^, 
-{^4, + E, + F,)^, 
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Die Vorzahlen der Potenzen von — in dieser Reihe fallen mit den in 

971 

(12. §.23.) angegebenen Werthen von JS^*"» ^-^fji» i-^p> •••• zusammen; 
wie es auch sein muss. Hieraus ergiebt sich zugleich die Bestätigung der 
Richtigkeit der in (§. 22., 23.) und in diesem Paragraph aufgestellten Glei- 
chungen; so wie derjenigen, welche aus jenen abgeleitet wurden. 

Es lassen sich diese Bemerkungen auch auf die Gleichung (5. §. 28.) 

anwenden , und der Ausdruck lg ^^^91^ lässt sieb auf die nämliche Art wie 
in (6.) entwickeln. Dies giebt 



n fr fr fC 



18. lg(2m— n) = Jg 2m — 2;;^ — 3.2^;? ~ O^ ~ IlTm' ~ — • 
lg(3/w— /i) =" lg 3m — 3;;; — 2:35^3 — 3733^3 — 4^^ — •♦♦• 

Ig(9/7i-n) = lg 9m - g;;^ — jygT-t - 2:g,—t - 4794^4 - .... 

19. lg(2m+n) = lg 2m + ^ - ^^ + ^^, - ^-, + .... 
lg(3m+n) = lg 3m + ^ - ^,—, + 5;^^ - ~—, + .... 

lg(9m+n) = lg 9m + 9^ - 2:^ + 3;^^ 
Wird (19.) von (18.) abgezogen, so erhält man 

^^ 'S- (2i»+n)«l» ~ ~ 7rV2 "^ 3 "^ T "•■♦♦•♦ 9/ 

~ 3»i»\2» **■ 3' ■*' 4« + ♦••♦ 9V 

5m»V2» ^ 3» ^ 4» ^ •••♦ 9»/ 

Durch Benutzung dieser Formeln ergiebt sich aus (5. §. 28.) : 
,^, , ,i.|i ,, nn ,, m—n . lOm+n , lOm+n 10m— n , 10m— n 

21. igi-i =lig— ;r- + i>g,^ + -2^-ig-s, 2jr 'g-i.- 

171 sin — 7t 
m 

+ i'g ift»+» - (A+^')m - ^»^ - ^»;;? - •••• 
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Die Benutzung der zweiten Reibe in (21.) zur Darstellung von 

(2in-Miy" " ^^^^ ^^^^ ^" ^^^t%*®*®" Fällen mit Vortheil anwenden lassen. Die 
angegebene Melbode kann endlicb^ wie leicbt zu sehen, aucb auf die Ausdrücke 
lOnH-n , lOm+n lOw— it , 10m— n , , lOm— n . , i .x. « 

'2ir *S "Hl ^ÜT *6 "ST" •*" i'g iö;s:piausgedchntwerden- DicSumuie 

dieser Ausdrücke (S) ist dann folgender Reihe gleich: 

22. s = *F,i-F,^,-F.$,-F,^-.... 

Endlich ist noch zu bemerken, dass aus den hier gegebenen Entwick- 
lungen eine Methode folgt, die Summe der reciproken Potenzen -Reihen in 
Decimalbrüqhen auszudrücken. Man hat zu dem Ende die Vorzählen von (17.) 
zusammenzuzählen. 

§. 32. 
Die bekannte Gleichung 
1. (a+by\^ = a^^ + Ti.a'-ll^Äll^ + (n)aa«-2KÄ2|d + (n^jaM^Ä^I^ + .... 
welche zeigt, wie eine Facultät, deren Basis als zweitheilig betrachtet werden 
soll, in eine Reihe umgewandelt wird, deren Glieder nach den Facultäteii 
der beiden Theile der Basis geordnet sind, ist zu mehreren nicht unwichti- 
gen Anwendungen geeignet. Wird nämlich die Facullät a""*!** in jedem Gliede 
rechts in 

zerlegt, so geht die Gleichung (1.) in folgende über: 

oder in 

„ (a+&)'"^ , _^ b b^'' , . b"'' 

Setzt man nun a — (n — 1)J statt a in (3.), so geht die -vorstehende 
Gleichung^ in Rücksicht auf (50. §. 11.), über in: 

. Ca+br-^ , b , . 6*"-' , X i»"* 

Wird — b statt i in (3. u. 4.) gesetzt, so ergiebt sich nach (28. §. 11.) aus 

diesen beiden Gleichungen 

, (0-6)""* . b . , , 6»'-^ y'-^ 

5. a-« — * — "o-Kn-Drf "*" ^"^(o+Cn-Drf)»!-* ~ ^"^(a+(n-l)rf)"-^ "*" — * 

6- -^isra— = 1— /»~ + (»;i^a — («;.^^ + .... 
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Wird — d statt d io (3., 4,, 5. u. 6.) gesetzt, so ergiebt sich 
^* -^ins- = 1 + »o-Cn-Drf + W (o+(ii-lW)M>l- (»)»(ä--(»_l)rf)»w + • • • • 
»• ~"^53— =1 + /»— + (n)a5»r:ä + Ws-^J + .... 
»• g„-d — 1 — /»o_(^i)^ + ("^(o-(n-l)rf)*'' "^ V»;3(a_^„_i)rf)3iJ + •••• 

!«• gnirf = 1 — n— + («)j^ — (/»)3^ + .... 

Wird in diese Ausdrücke — n statt n gesetzt so erhält man 

"• (o+Ä-rf)»'-^ ~ (o+Ä-af)»'* 

_ i_ . r •■ ^'"^ r T ft^ 



a-^n+l)d i- -"(a-(n-l>f)«'-^ •■ ■" (»-(ih-1>Ö* 
== 1 — »TT + Wa«5i^ — [»]3«li::3 + • • 



-- ( g-rf)'"-^ _ ia-ndy^ 



14. 



15. 



16. 



17. 



= ^ + "i;i:öi^y"*'l"^»(a-(»H-i)rf)*-^"*'^"J'(^(»H-i>/r-^'*'-'^ 

J Jll-J J3-d 

= 1 + n— + Mi^iia + Wsj^ + •••• 
{a+b+dy-^ "~ (o+J+wf )»"* 

= 1 — nr77rnw+L»j27rr7riTcr5i+i~L«j3 



(a+b-dy-^ ~ (fl+b-ndy^ 

b r T **^ r 1 ^'"^ ^ 
= 1 — n— + \n},-^j- — Iraja^ + .... 

b b'*"' V^ 

= 1 — »<'T77:ZTCÄ+W'rÄ77ZZlvnäirf~W»? 



»(a+(n-l)d)'*^'- ^'(o+Cw+Dd)*" '■"Js^^^i)^),,^ 



1^' («-d-rf)-i=3 — (o_j_«i)»irf 



5 ' r 1 *"'' r 1 ^' 
^1 — » 'T "*■ L'*J»^ — \Phf^<t + . •• • 



33< 
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Aus diesen Formeln lassen sich eine Menge anderer ableiten. Die Glei- 
chungen (4., 6.^ 10., 12., 1^:16., 18.) hat schon Kramp gegeben. Sie bilden die 
Grundlage der hypergeonietrischen Reihe, welche daraus, wie leicht zu sehen, 
abgeleitet ist; mit dem Unterschiede, dass in jener noch eine weitere verän- 
derliche Grösse (a:) enthalten ist. Setzt man in (6.) a = b — J, so wird 

d-\^ _ ^ / X ft'*-^ X s f>^^ 

19. (-1) (j_^^nM — 1 •" ^6-^ •*" W2(6-.^aM "" W^CJ-^)»-*' + ♦ • ♦• 

oder 

20. (-1)- j^ =j- ^■^+("^)2^-(n%^ + («)4 jiiirf - .... 

Wird hierin — d statt d, oder, was dasselbe ist, fl = Ä + £? in (10.) gesetzt, 
so erhält rnan 

d"\^ _1 n_ n(n-l ) _ n(ii~l)Cn-2) n(»-l) (n-2)(«-3) _ 

^*- ö»+«|rf— j 6+rf "*■ 1.2.(6+2<Ö 1.2.3. C6+3d) "*" 1.2.3A.ib-hid) 

Setzt man b — rd stall a in (5.), so ergiebt sich 

bib-dXb-2d) 
- W3(b^dXb-ir+iyd}ib-(r+2)d) ■*"♦♦♦♦ 

Wird auf beiden Seiten durch Ä'-;-^= ä(ä-J)Cä-2£0 .... (Ä-(r-l)cO di- 
vidirt, so erhäh man 

OQ 0:i»^)"'rf \ !L_ j_ «Cn-1) _ n(it-l)C»i-2) 

AJ. jM-i-rf i'l-rf (6-rf)H-<'"^ 1.2.(6-2«/)'-l-'' 1.2.3.(6-2^/1-^ **■•••♦ 

Wird hierin — d statt </ gesetzt, so findet sich 

rf-l-i» 1^ _ 1 1 1 1_ 

24. jM^irf — jrirf « (6+rfyi«' + ("^ (6+2rf)'-l<' ~ W» (6+3rf)'-i3'*" ^"^^ (i+4dri'' 

Die Gleichungen (20. u. 21.) sind besondere 7Fälle der Gleichungeo 
(23. u. 24.). Die Gleichung (24.) lässt sich jedoch noch umformen. Wird 
nämlich die Facultät ä'*+»-1<' nach (13. §. 11.) behandelt, so ergiebt sich 

«/".f"" _ IT- ^".r"" l4— "'.l'-*-^JH 17-"^- - 



^r-l Xr-l,l^J(^^^)y|l' 



Hiernach lässt sich der Ausdruck (24«) mit Facuhäten vergleichen, 
welche gebrochene Exponenten haben, und man erhält aus (24. u. 25.) 
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Ai 



und hieraus 



\t\^ -ili 11 1 

. Die beiden Reihen (27. u. 2S.) haben die merkwürdige Eigenschaft, 
dass der Werth rechts vom Gleichheitszeichen sich nicht ändert , wie sich 
auch n ändern möge. Die Reihe rechts behält daher für alle Werthe von 
n einen und denselben Werth. Setzt man nun n unendh'ch gross, so gehen 
die Facultäten von n in Potenzen über. Dieser Uebergang soll durch zi = a 
angedeutet werden. Demnach ist aus (27.) 

wird unter dieser Bedingung a durch cc^ dargestellt, so hat man aus (27. u.28.) 
ItI^ _ ^ _ ^"^ o- g^^ _ ar*^ ^ 

\ZS^ _ ^ ^^ ^*"^ ^^ 

31. (.1)1-1 ^r-ij.ir-iii — ^ÄZd — (p^a^ri^ + P'Hft-2(/)'^ ~ i^^cft-srfy-^ ■*■ •••• 

Die Gleichungen (30. u, 31.) dienen dazu, den Werth der vorstehen- 
den Reihen für den Fall, wo a: unendlich gross wird, durch endliche Grös- 
sen auszudrücken. Die frühern Reihen gelten alle von endlichen Werthen. 
Diese Gleichungen lassen viele Anwendungen zu. Wird in (24.) n negativ 
gesetzt, so wird die Zahl der Glieder unendlich gross, und man erhält 
Qo 1""" - ^ , >i n(w-hl) n (n+l)in+2) 

Diese Gleichung giebt immer reelle Werthe, so lange r > n ist Es ist 

^- ^ ^IT2 "*"273 "*" sTi"*" 175 ■*" •••• 
1 1.1.1.1 



2.1.2 — 1.2.3 ^ 2.3.4 ^ 3.4.5 ^ 4.5.6 ^ • • 
1 1.1.1.1 



3.1.2,3 "^ 1.2.3.4 ^ 2.3.4.5 ^ 3.4.5.6 ^ 4.5.6.7 
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II. s. w. Setzt man in (24.) r= 1 und nimmt (25.) zu Hülfe, so findet sich 

d^y;}^ _ 2. ?L f \ _L i 



*!■ — 



Setzt man hierin femer — statt n, so wird 

ItI*.!"^!' 1_ _ B n^'-" »»'-" 

•'^- ^ *+JL|i~6 m(6+d)"^1.2.(5+2«f)i»« 1.2.3.(6+3rf)»i» "*" ••• 

ö.la m|* 

Werden in dieser Formel die Werthe — und -^ vertauscht, also b statt n, 
ri statt m und umgekehrt gesetzt, so geht (34.) über in 

fl.im <j i 

Aus (37. u. 38.) erhält man folgende merkwürdige Beziehung: 



OÄ yrl ^ ■ w(«-i» ) n(ft-m)(n-3m) , -, 

^^' ^U m(J+rf) "** 1.2.m«(i+rf) 1.2.3.iii*(J+&f) "*" -••J 
_ 2. _ tf . K&-d) _ 6(ft-rf)(i-2rf) -^ 

— ''L n rf(iH-w) ■*" 1.2.c/»(iH-2fii) 1.2.3.d«(«+3jii) •*" ••••J 

Man sieht, dass sich in diesen Reihen die Grössen ^ und — vertauschen 

lassen, und dass bei diesem Tausche die erhaltenen Werthe sich gleich 
bleiben. 

(Die Fortsetmng folgt) 
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12. 

Demonstration ^l^mentaire d'une proposition 
generale de la theorie des probabilit^s. 

(Eitrait d^an memoire rosse sur Tanalyse ^'lemenUire de la theorie des probabilites.) 
(Par Mr. P. Tchebkhtf k Moscou.) 



§. 1. i^a proposition, dont la demonstration sera l'objet de cette 
note« est la srnvante: 

„On peut toujours assigner un nombre dVpreuves tel, quil donne 
^,une probabilitCy aussi approchante de la certitude qiion le voudra, et quc 
„le rapport du nombre de repetitions de le've'nement E h celui des eprcuves 
„ne secartera pas de la moyenne des chances de E au dela des llmites don- 
y,neeSy quelques resserees que soient ces limites.'* 

Cette proposition fondamentale de la theorie des probabilites, contenant 
comme cas particulier la loi de Jacques Bernoiäli, est deduite par Mr. Pois- 
son d'une forroule, quil obtient en calculant approximativement la valeur d'une 
integrale definie, assez complique'e. (V. Recherches sur les probabilites des juge- 
ments, chap. IV.) Toute ingenieuse que soit la mcthode employee par le ce- 
lebre Geometre, il reste a 6tre impossible de montrer la limite de Ferreur que 
peut admettre son analyse approximative, et par cette incertitude de la valeur 
de Terreur, sa demonstration n'est pas rigoureuse. Je vais montrer ici, com- 
ment on peut demontrer rigoureusement cette proposition par des conside- 
rations tout a fait elementaires. 

§. 2. Supposons que pi, p2f Pzf" flf^ soient les chances de Tevene- 
ment E dans /jl e'preuves conse'cutives, P^ la probabilite que E arrivera au 
moins m fois dans ces /jl cpreuves. On parviendra, comme on sait, a Tex- 
pression de P^ en dcveloppant le produit 

(pit-hl-pi) (p2t'hl-p2)(pzt'hl-p^) .... (p^t-hl-pf,) 
suivant les pulssances de t et prenant la somme des coefficlents de f^, t"^^, 
.... t^. De lä resultent evidemment ces deux proprie'tc's de P^: 1) Cette quan- 
tite ne contient point de degre de pi, p^, pzf •••• />/* plus haut que Tunite; 
2) Elle est une fonction syme'trique par rapport h pi, pt, p^y ....p/t. En vertu de 
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la prcmlere propriete P^ pourra 6tre mise sous la forme U+Vp^ + Vip^ 
+ fVpip2y oü U, K l^u ^ sont independantes de p^ et p^\ en vertu de la se- 
conde, V et Vi sont egales. Donc la forme de rexpression P^ est U'hV(pi+p^ 
+ TVpiP2\ oü t/, Vy W ne contiennent ni p^ ni /^j. D*apre$ cela il est fa- 
cile de prouver sur Texpression P^ le tb^ortee suivant: 

Theorhme. „Ä p^, pi ne sont pas egaux, on peut, sans changer les 
„valeurs de ;?i+/72> A^3> .•••/^iu# augmentcr celle de jP^ en prenant /^jss;?,; 
„ou on peut parvenir a une des eqaadoDs snivantes: /7, = 0, ^i = l, sans di- 
„minuer la valeur de P^/ 

Demonstration. Nous avons vu que Texpression de P^ peut etre 
mise sous la forme U+r(pi+pt)+ fVpiPi] ou U, V, TV sont indepen- 
dantes de pi et p^. Or la formule V -¥ V{pi +pO+ ^PtPi presente tou- 
jours un des trois cas.: T7^>0, fr=0, fr<0. 

Dans le premier cas la somme pi +p2 reste la meme, et la valeur de 
P^ augmente de \fV(pi—piy, quand on change pi, p^ en lipi+p^X 
\(Pi+P^\ car la difference 

se reduit ä {fVipi—Pxi'' 

Dans les deux derniers cas on ne changera pas la valeur de la somme 
Pi+Pt et on ne diminuera pas celle de U+Fipi-hp^+FFp^p^, en changeant 
PuPt en 0,pi+p2 ou en l,/7i+Z72-l; car 

//+ fr[l +A?i+/>2- 1] +^^. 1 . (/^i+A^2 - 1)- { J7+F()9i +;;,)+ ^^ 

-^(l-A^i)(l~M 
Mais les premieres de ces valeurs de p^, p^ pourront ^tre admises toutes 
les fois que pi+Pi ^^ surpasse pas 1 ; car elles sont alors positives et ne sur- 
passcnt point l'unite'; dans le cas contraire oü /7i+/>2>l> on pourra changer 
pi en 1, P2 en pi+p2 — l, ce qui prouve le theoreme enonce". Le theoreroe 
nous conduit encore au suivant. 

Th(^ordme. „La plus grande valeur que P^ peut avoir dans le cas 
„oü /7i+/72+/^3 + ----+/^^==*5, corespond aux y^leurs pi, p2, pzf .... Pft don- 
„ndes par les equations 

Pi = 0, ^2 = 0, .... pQ = 0, p^i « 1, pg^2 =■ h ..•• Pq^ "■ 1 ; 

Pq^9¥i == |4— (HHy' Pho^ — |u— (>—(;' •••• Pf' "^ /w— (>— er' 
y,oü Qf er designent certains nombres.'* 
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DSmonstratüm. Supposons que tt^, tt,» tt, tt^ soit le systemc de 

valeurs de Pi, P2f Pz* *••• P/f V^^* verifiant requation /?i+)c?2+/73+....+/7^ = 4S 
donnent la plus grande valenr a P^ et^ renfermeDt en meme temps le plus 
grand nombre possible de valeurs Egales a 1 et sous ces conditions. So- 

yent dailleurs Tt^, tt,, ..•. tt^ celles parmi les quantites ^i, ^a» ''^a ^a« q"' 

sont egales a 0; ^^+i, ^^2» •••• t^^+o celles qui sont egales ä l'unite; toutes 
les autres iCg^^^i, 'Jt^^,^.^,^2f ••••^^> etant suivant la mpposition diffeVentes 
de et 1 9 doiveiit £tre egales entre elles ; comnie nous allons le prouver 
toute ä rheure. 

En efiet, si 7r^.f.0u|.i h'est pas egal ä 7r^-fHy-H2, il est possible, dapres 
le theoreme pre'ce'dant, ou de rendre P^ plus grand, sans changer la somroe 
7r|+7rj+....+7r^a-|.l+ir^4.Hy=52+..-.+^/i> en prenant tt^+o-i-I = ^^-f-a-^.2» ou de 
faire tt^^-iht^i cg^I a 1 ou 0, sans diminuer la valeur de P^. Mais le premier est 
contraire h la supposition que le Systeme tTj, tTs, tTj, ....tt^ donne la plus 
grande valeur a P„, sous la condition 7ri+7r2+7rj-f-....+7r^=:»S; le second est 
contraire a la supposjtion que de tous les systemes qui ont cette propriete, 
TTi, TT,, TT,, .... TT^ est celui qui renferme le plus grand nombre de valeurs 
egales ä 1 et 0. Donc il faut necessairement que 

Mais OQtres ces cquations nous avons 

d*oü resultent les cquations du theoreme propos^. 

§. 3. Passont maintenant h la recherche des valeurs de lexpression de P„, 

correspondantes h pi^O^ p^^ü, »... p^^l, P(rh^^^> Pq^^^^>'—Pq-*^^^9 Po+o-hl 

S-a S-a S-a _ , 

^]^Z^a' /^H-<'+2 = l^:z^, ....Pf.^ ^IZ^- ^^ '« remarque que npus avons 

faite par rapport a lexpression P^, il suit que la valeur de P^ corespondante 
ä /?i ■=■ 0» ^2 = 0, .... pg « 0, pg-^i =« 1, Pq^2 =■ 1, .... PQ-h^ = I, Pif+tH-i 

= ;r:^' /^(^f^+2 - JiZ^» •••• Pf^ = ,T=^ «^* '^ ^^^^^ ^^^ coefficients de 

r, t'^\ .... /^ dans le developpement du produit /^ ( TI^ ^ + ^q-^ T '^ ^*^> 
et parconsequent eile est e'gale a 
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fli— cr+l fj^S^Q «I— <y+2 ^— S-<y + • • • • 

Voilä lexpressioo qui, en consequeoce du theoreroe precedent, pour certaios 
nombres entiers positifs q et er, sera la. limite supcfrieure de toutes les valeurs 
de P„,, dans le cas, ou p^ -hp^ +/73 + . . . . +/7^ = 5. 
£n remarquant que la valeur de TeipressioD 

in— <7+l ^— iS-<r 99»— <r+l jm-nS— p m— <t+2 i*^S^ + . . . . 
fi-^m^jj iS-g fi— w— p— I iS—g I fis— x; 

est plus petite que celle de 



qui est le developpement de 

nous parvenons a ce theoreme: ^ 

Thäorime. y,Pour certains nombres entiers et positifs 9 et ^ la valeur 

„de lexpression i.2.,..m-(y.l.2....M-»-e Vm=P=^/ Vj^^ff) 

'^ ' ^1 [^ ~ Ci^^ fi^S-g f J «"»*P3»«e la valeur P^ de la probabilite 
„que Tevenement jB dans ^ epreuves, ayant les chances /?!, ^j, ^3 .... p^, ar- 
„rivera au moins m fois, ou 5 est la somme pi + p%+pz + .... + P(i^\ 

§. 4. Arr^tons nous au cas, ou 771 surpasse S +\. Suivant le demier 
theoreme nous avons 

»« < 1.2....«»— ffJ.2..../i— m— p Xfj^Q^a/ yfx—Q^a/ 

•m-sL V «-ff fi-S^Q/ J 

et a plus forte raison 



121 TdOiciff, jmp. ds te ihMe de$ pMäbtUtii. 2A$ 

■'■ ^ 1.2....«— (r,l.a.«»^i-i-«i— ^N/i4— ^— <r/ V^-pii-ff/ ' . , .. 'm— Ä" 

Blais m ^tant plus gi^rid que S + 1, la- vdeur it Vetpres^bti 

1.2..../ti^-p— (T / i9— CT Y^*'AA*Z*iSV'""*""^^* m— g : 

1 .2....iii-tf . 1 .2....^.::^=^ ViJi=e=i/ v;i=^/ • ü^ iWgmentera jiar b 

diminuation des iwmibres entiers positif» q et er« En effet, si ndii^ divisons 

par cette expression la yaleiir qu'dle prend apres le changemeot de er en er— 1, / 

nous trouvons pour leur rapport 

m—o V S^a ) VjU— p— ff+1/ 
qui etant mis sous iä forme — ^;^c-<'^)'8(»-4+i>*-<''-'-''+»J'8(»-,.^FSi^ 
SÄteduitä "^^^■+-* 

Or celte valeur est e\ideniment plus grande que 1; car — m—<s:4-l ^^-"Hhl 

est egal a ' in—S^-i ' ceci surpasse Jii- 

, nite', parceque, m e'tant plos grand que 5+1 par supposition, m — 5 — 1 
est une valeur positive. Quant aux valeurs de (£ gi-1) » "*• jj_j _j ' f i » 

Jl^i^ 1 ' 

fg (T I i ? — c »_\l^, i ^i» ••.., eUes toutes sont positives;' car pär supposition, 
m — CT surpassera •$ — cr+I, et 5— cr+1 ne peut surpasser ^ — 9 — 0-4-1; car 
san» <elä ■ ■ — , qui est la valeur de la probabilitc^ (voyez §. 2,), serait plus 
grand que Tunite'. Donc nous nous convaincrons qttWec la ^mtnuationde-it 

la valeur de lexpression i,2....n^.l.2...(A^n^Q\^—a) V^^:::;^; . . 

— c augmente. Le m^me a lieu par rapport a 9. Del^ nous copcluon^ ppur 

m > iS + 1 que la valeur de l.elpnession r ... . - . . j _ 

34» 
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dans Fincgalite (IX ne peut $urpasser sa valeur corespondante a 9=^0, Gr=0, 

qui est egale a i.2....m^.2Z.Ji=iii\j) \~/ ' Ä=«- 

Nous pourrons donc par Tinegalitq (1) couclure celle ei: 

D 1.2,...^ / Sy^/fi^^^u-n^ «I 

^"•<1.2....m.l.2....|ii-«iV^/ Vm/ n^-«' 

oü m est suppose plus grand que 5+1. 

§. 6. Mais on sait, que la valeur du produit 1.2 ....a? — 1.x est 

pfus petite que 2,53 0:*"*"*^""*"*"!^ et plus grande que2,50a5"H^~**), Suivant 



*) Voici comment on panrient tr^ simplenient k ce r&dut. 

En divisant respectivemeat les raleart des ezpretnons - ^ , , j-.j — . , "t cor- 

reapondantet Ik « «s n + 1, par Umn valeart, corretpondantes k »sm n^ ou trowe poor lew nppwto 

eVl2 2.45/(fM-l)* VI2 2.5.6/(n-hl)»^—, e 12(fM-l)* 12(fM-l)» "*' 
La premi^re qaanlite etant ploa grande q«e runil^y U sectod« ph» ptUte, il ctt elair ^*eii aogmaBtiiit «9 

1.2....«— l.a? . „ - 1.2.,..»— 1.» _. , 
U Talear de - ^ . i ' — r aogmentcra aoaai, et ceJle de — tti Z"~ diminneni. 

Donc poor toatea les valears de x, moindret qoe f, on aora 

1.2....g— l.g ^ 1.2....f^l. f 1.2....JC— l .ar^ 1.2....f— l.a 

et .p«r coDfeqoent 

iJ) 1.2....a?— l,«<r6-fJiar'-*-56""^''+iii, 1.2....a?-l.a?>2!c*+5«-^, 
oü r designe la Talear de rezpression -— rri — T~ • 

Mettons « a od et nominoiit 7^ la Talear de "f i i 'T' P^' ' v^d, U soit de (A)qMe pow 
tooict lei Talcert finks de » ob «ora 

1 .2....«— 1 .«< ro«''*^««"'*^»*^, 1 .2....«— 1 .«> ro«*"*^«^*, 
oh Tq est nne c^Nittante. 

En faisant dans ces inegalit^ x = 10, on UroaTera que S^ est plus grand qae 2,20 et plnt peUt. 
qoe 2y5S; par conseqnent les In^plit^ precedeotet donnent 

1.2....ar-l.x<2,53«*+J«"-*+ii, 1.2.^«-.l.«>2,6(kp*-K«-« 
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eed ]« Taleur de Impression i.2....1j'.2*r..^-«(f )"*(T^^*iiSs *** P'*' 
pelJte que ?^" . - (^ - . (^rO^=^. A. et ä plus forte 

raison plus petite que ^«+i(^_„,y._i^V-; l^-^"/ -^15'' '^ P°"' 

JL . i , 2.50 -1 

la plus grande valeur de e^v*, qui est «w, le produit ölsä*^^^ est encore plns 

petit que i« Donc on a suivaot (2): 

Oll» ce . qui est le m^me : 

^"* ^ 2(«i-5) '^ ^ \fi) Xfi^fi/ 
Cette in^galite offre le theoreme suiyant: 

Th^orime. „Si les chances de IVvenement jB dans fi ^prcuves conse- 
^cutives sont Pup^^pzf**Piif et que leur somme est S, la valeur de Tcxpres- 

^surpasse toujours la probabilite que E arrivera au moins m fois dans ces 
^ ^preuves." 

En changeant m, /?!, ^a, ^^a, .... p^^, S en ^ — /i, 1— />i, 1— '/^jf, 
1—^,.... 1 — pfif /JL — S, il suit de ce theoreme que si la sonune 1.— Pi 
+ 1 — />a + 1 — />3 + .... + 1 — Pfi est egale ä ^ — •$, la valeur de Tex- 

pr.»i«n^,V^'(^'-"(|)- pour .-„>.-5+l ,u. 

passe celle de la probabilite^ que IVv^nement contraire a E arrivera au inoins 
fA — n fois dans f^ epreuves, oü pi,p%p Pz9 '••* P/^ ^nt les chances de E. En 
observant que les conditions 

l—/?i+l—;7a+l—/^3+* ••• + !— )^iu=«S—^; jw— /i>iw— 5+1 
se reduisent a 

/>i+/7a+A>3+....+;c^/»=5, n<S—l, 
et que IVvenement contraire h E n'arrive pas moins que fi '^ n fois dans f* 
^preuves^ si jC ne se presente dans ces epreuves plus de n fois, nous arrivons 
au theoreme suivant: 

Thdorime. „Si les chances de IVvenement E dans i* cfpreovescons^^. 
«ycutives sont Pu p^.pzf •••* Pn> et que leur somme est Si, la valeur de Tev- 
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„passera toujours celle de la probabilite que E n arrivera daas ces epreuves 
„plus de n fois. 

§. 6. Mais la repetition de reveneinent E ne peut preisenter quur 
de ces trois cas: bu r^v^oement reviendra au moins m fois, ou pas plus de 7i 
fois, pu enfin plus que n fois et moins que m fois. Donc la probabilite da 
dernier cas sera determin^e par la difference de Funite et des probabilites de 
deux Premiers. Donc, en consequence des deux derniers tbeoremes, resulte 
le suivant : ^ 

Th^orime. ,,Si les chances de TeTenemeot E dans ^ epreuves conse- 
„cutives sont puP2»Pzf -•'•P/ip et que leur somme est S, la probabilite que 
Je nombre de repetitions de TeVenement E dans ces /e4 epreuves sera moins 
„que m et plus grand que n^ surpassera, pour un m plus grand que S -j- 1 
et pour un n plus petit que S — 1, la valeur de lexpression 
1 — 1 T/ m(/t-Hgt) /Sy /jti-^ -^H-l _ 1 r/ npi^ /fi'-SY'n/Sy+l 

Pour deduire de <;e theoreme la pröposition enonc^e an commenceineDt 
de la note, nous remarquons que le rapport du nombre des repetitions de 
r^ve'nement E dans H' epreuves au nombre fi\ natteint pas les limites 

— hz et z, si E dans ces epreuves arrive moins que S + fiz. fois et plus 

que S — fiz fois. Mais la probabilite que ceci a lieu, surpassera (d apres le der« 

nier theoreme) pour z > — , la valeur de Fexpression 

qui peut £ire mise sous la forme 






1. ' * 

F^sant pöur abreger — gz p et 



lef ^quations (3.) ncras donneront pour les logarithmes Daturda de 0, Hi les 



•enes mivantes: 
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"3p^^ ~^p^ I2p^^^ ~^pf~ ••• ~2(l^p) 6(l-p)»~ •••• ^^ 

ilV^i^'il fst dair qua i7, Hi soQt dei^ valeurs plus pftitef quib l.^il s^it.^fla 
que lexpression (2) sapproche indeünioient de l,par raccroissement de u, 
de maniere quon rendra sa diflTerence de 1 bien plus petite que Q, en 
prenant pour ^ un nombre quelconquc plus graod que 

Nous sommes dont parvenus a la demonstration rigoureuse de la proposition 
qui est fobjet de ceüe note. 
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13. 

Note sur la variaüoii des eonstantes arbitraiFes 
d'une int^ale d^finie. 

(Par Mr. le Dr. 0. SeU&mädk, professeur i runivefsite de Jena.) 



Ol une integrale definie, dont la valeur est connue, renfermey outre la 
variable de rintegration, une ou plusienrs eonstantes arbitraires, cfaaque difTe'- 
rentiation^ faite suivante une quelconque de ces eonstantes, donnera la valeur 
d'une nouvelle integrale, quon ne trouverait peut-etre autrement que par des 
proccdcs assez compliqucs. Soit pour fixer les idees: 

oii est la variable de Tintegration et a: une constante arbitraire. Alors la 
valeur u de Tintegrale, ne dependra que des quantites a,ß,Xy et les dilTe'- 
rentiations consccutives par rapport ä ar, donneront 

ou bien aussi. suivant une autre notalion: 

Gelte mcthode offre un moyen tres expcditif pour trouver des nou- 
velles integrales, mais on ne connoit que tres peu d'exemples de son appli- 
cation, parcequ'il est ordinairement diflicile a effectuer les dilTerentiations in- 
diquees, aussitöt que les fonctions /(ar, 0) et u ne sont pas bien simples. Or 
la dlfficulte de la diflcrentiation se trouvera diminuee par les regles gencrales 
pour les de'veloppement des dcrivees successives de plusienrs fonctions tres ge- 
ncrales que nuus avons proposees dans le Cah. 1 tome 32 de ce Journal. Donc, 
pour faire voir que ces rogles peuvent etre appliquees avec facilite a la theorie 
des integrales definies, nous presenteront ici quelques exemples de la varia-> 
lion des eonstantes arbitraires, en fesant usage principalement des formules: 

+4.5.6./i«ClV)--^/^--^>(a^) + 
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9 

2. lyfQ/x) 

_ 1 ( /<">(y«) njnr-V) /»-DQ/g) (n+l>i(»i~l)(<H-2 ) /-»Q/jt) _ ) 
~"2»( (V«)- 2 • (K«)**-^ ^ 2.4 • (Va?)-+a *••) 

qui aussi peuyent #tre verifiees par l'induction de Bemouüi. 

I. 

1) A l'aide de la formule connue 

r 8g _ 2 r(a-6)taiigjö-i 

ya+Äcose — V(a«-Ä») A'"<= **°S L y(a*-Ä*) J + Const- a>6, 

on obtient sans difliculte 

, r »g «_ 

* J» a+bcosd ~ V(fl*-b*y 

De lä on tire, en differentiant n fois successivement suivant Ja constante a : 

4. (-1)-'1.2 .... »>f V&^gr n = ^IK(a'-b^-^. 
La d^rivee a droite se trouvera h laide de la formule (1) en y posant 

ce qui donne 

^(,)(,) ^ (-I)M.3^5....(2p -,l)^^ _ ^_i_. 

et ' 

wpY ,. (-l)''.1.3.5....(2p- l) 1 

et par conse'quent, reduction faite: 

n»/^ .«,-4 (-l)M.8.5.... (2<i-l) ( a" 2.11, «»-« 

3.4. n« «-* ^ j 

"^ 2» (2n-l) (2n+3) " (x»-Ä»)»-« -I- .... J 

En substituant ce re'sultat dans Fe'quation (4), et en posant a a ia place de x, 
on obtient 

J, (a+6cosö)-+'~ 1.2.2....n " ' V(o»-i»)|(a»-6»> 2{2ii-l) * (a»-6»)-« 

3.4.«« a»-* j , 

"*" 2» (2n+l) (2»-3) • (o»- 4»)-* * * * T 

Cette formule prend une forme elegante en fe'sant a = l, & = sin %, et pour 

abreger 

(g4-l)(g-t-2)....(2g).n,y ., 

2»(2n-l) C2«-3).... (211-25+1) — ;^»»- 
Crdle-f Jonnial t. d. M. Bd. XXXID. Heft 3. 35^ 
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Cela donne 



*• J (l + SiB 



.sinAcoflfl)»+i 

Une seconde formule peut ^tre trouvee par un procede analogae, en 
calcuIaQt la difTerentielle de rcquation (3) par rapport ä b. On obtient d abord 

6. (_i)..,.2....„jrj-«=^=,z„(„._4.)-i. 

Puis a laide de la foimule (1), et en supposant 

f(z) = (a» - z)-!, 
on trouve . ^ 

oü l'on donnera aux lettres ^2, ^4, ^ß etc. les m^mes valeurs que dans la 
formule (5). Mettons encore b h \a place de x, nous aurons suiTaht (Nd. 6) 

(a+i cos Ö)'*^-* 
_ 1.3.5.... (2II-- 1) (-ir^g ( Ä*_ fr^ fr^ j 

— 1.2.3.-..» • (l/a'-Ä*) ((?=6«)» ~ ^Ha*-*')"-' "•" "^H«*-**)""* '** ) 
et en prenant a = 1, & s= sin X/^ on parytendra au resultat suivant: 

r^n ce8*fl&tf 
"• / (l+sinAco8Ö)"+» 

= 4X&^^ • s^tl|tang--^;i + ^, tang--U + A, tang-U + ....|. 

2) Pour faire une autre application de la formule (1) nous partirons 
de la formule connue 

jT V-^ cos 2d?ö9ö = J|/wir^. 

^ L f • 9"C0SM ,, . , . 

En observant quon a toujours g^n = cos {^mx+u) on obtient par 
la diff^reitttation relative -a x: 

8. 2-jr*ö»cosG/i7r + 2xÖ)r-^8^ = Jj/ttD»^«». 

La denvee a droite peut ^tre tiree immediatement de la formule (1) en fesant 
ce qui donne 
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et par coiu^<{Uent <' ■> <'■■- 

D'e-'^ = (-!)" 1(2=0)- - 2.n,(2x)-»'+ 3.4.»4(2x)-» - ....]«r^ 
L^^quation (8) se cbange maintenant par la en: 

9. f^ V cos {\rKt + 2xd)er-0' hd 

dont les cas speciaux (/i = 1, 2, ....) jouent un rdle dans la tWorie des pro- 
babilites. 

IL 

1) II existe beaucoup d'int^grales de la forme 

oü 9)(r) designe une fonction qui ne contient r qua la premiere puissance. 
A Faide de la formule (2) on trouvera aiscment la yaleur de Tintegrale 

par le procede' suivant. 

Mettons dabord dans (10) f/o; au Heu de r, nous aurons 

et en differentiant n fois de suIte par rapport a x, 

(--1)M.2:3 ..;. nf'j^^^^,fi6)W = D"g)(V*). : 

Eo d^v^Dppant .la d^yee a drohe suivant la formule (2), oo obtient 
r\ e_ ...^. , (-1)" (y<'>(V») .^ <—\) gpOH^(V.) 

. («+l)ii(n-l)(ii-2) y (-«(]/ «) ) , . . 

"*" 2.4 • (V»)"+« — ••••j 

et en remettant }/x = r, 

(-1) " , ,„w, , r -. y<»-')(f ) _ (iH-l)nC»»-l)(«-2 ) g><»-»(r) ,. . 

Le cas le plus simple eit /(^ = sin ö, ce qui donne g) (r) = Iw«-*", et par 

con$«?quent x ■'" ='" '" 

35» 
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^cD esingag \7t .| . <»(^»-l) , (n-f-l)n(»-l)(iK-2) , 

*^- Vo ^*+ö^* "" 1.2....ii(2r)- «^ "^ 2.r "^ 2.4.f* +....{e-^. 

2) La methode que nous venons d'exposer peat ^tre appliqu^e egale- 

ment ä lequation 

13. /"^/(ö)öö = g,(r) 

comprise dans la forme generale d'un grand nombre dmtegrales. En posant 
r = Yxy eile se presente sous la forme 

Or en posant 

/Sp(r)8r = a|,(r). 
on en tire 

et par cpnseqaent ^* 

On äura donc 

et en fesant vaner la constante x: 

(- 1)M.2.3 .... nf^'^^^^:^f(ff)B0 = 22>^»aj,(Vx). 

En recoun^nt maintenant a la formule (2), on parriendra ais^ment k 
lequation 

(>H-a)(»H -i )»»(ti-i) i/><-»(v«) 1 

oü bien ä 

(_1)- ( V>«"-«-"(f) .,_^,v V<">(r) . (»t3)(iH-l)n(-.l) t^-»(r) _ i 
2-.l.2..;.«i"7=« iCn+i;n . ^ä" "»" 274 * ~;=+5- • • • -j. 

et en vertu des e'quations 

^\r) = g.(r). i|»"(r) = 9'(r) aj,<-+«(r) = ^<^\r), 

on aura enfin 



> 
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1^- yr(7w^>'(^)^^=^ 



Gelte formule donne, par exemple pour /(ö)^cosÖ' et g)(r)^i?re-'": 
' _ ^» cos g dg 

« t| . (n+l)n (,n+2)(n+l)nin—l) . 

— 1.2....«(2r)»+»»*'*' 2.r "* 2X^5 I- ....je . 

Les formales (12) et (15) coi'ncident avec celles que Laplace a ob» 
tenues en difförentiant immediatement les ^quations 

y-» gsingSg . , r» cos0dg n , 

par rapport a r; ce qui est moins commode. 
3) Etant propose l'equation 

on en tire ais^ment une formule de re'duction qui lie entre elles les integrales 

Car r<fquation (16), en fi^sant |/r = x, donne 
et en y appliquant la formule connue 
on trouve 
cest a dire 



AS) 



W 



x(-i)-. 1.2.... n/;-^^;^ . •^f-^öö+n(-i)-u.2... («-i)y;"(^.5-.-*T 

~ ^ (»)/!/ ^ 1 / i\ y^°~"CV ») a. («H-l)»«(»~1)Cit-2) (p<-«(K«) _ { ' 

En remettant la valeur de ^/x, on obtiendra la formule suivante de re'duction: 
17 f'-Jm^ Be_l f /(g) Ög 

^'- y, (r«+g')"** ' g r'-'o (r»+g*)" * g" 
a._(=I5:L_) w/N i/ ,v y^'-^Cr) , CiH-l)»(»-l)(»- 2) y«»"'(r) , 
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Pour donner quelques exemples, soit dabord/(ö)=sin 0. Cela donne 
(p(r) = ^Tt(l—er^X et en vertu de Ja foraiule gcneVale: 

A>» ' sin g 8g_ 1 Y^» iiafl dO 

"*"l.2....«(2r)-2r»J^"*"T.r "*" O:? -t-....j^. 

En fesant f(0) — Are fang Ö, on a y(r) = J7r/(l+r). Car soit 

yr.»Arctanffrft) ,.8(w - 
1 -i'^: , ' '. 



on aura 



br~J(i (l+r«««)(l-ft/«) ~ 1+r' 
et par consequent 

yr^'Arc taug no diu ' ,., . 

oü il ny a pas a ajouter une constanteyvparceque les deux membres de Te- 

ß 
quation evanouissent en niöme temps pour r = 0. En posant ^ == — , on aura 

comme ci-dessus. 

Maintenant on obtient apr^s quelques reductions faciles:' ' ' ' *' 
/•« Arctangg 8ö 1 /»»Arctange 9Ö 

- nr*(2r)»(l+^«i*'*^'^'*("7^) "*" ^~ (-?) "*^— " 

_^ n(n+l)(n+2),...(2n-2) /l+r\'»-^ 
••••^ 2X617(2^) VT">^ «• 

4) Nous donnerons encore une autre application de la forrnule (2), 
eres generale et fonde'e sur le theoreme: 

quon obtient par la consid^ration suivante. ' 

Supposons d abord quon ait a transfonner Fintegrale definie 

oix a et c sont des quantites positives^ et diflerentes de zero. Coinnie on a 
idcntiquemcnt 
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^ |/(4ac+(cM—— )*) 

l'integrale proposee peut aussi ^tre prcsentee sous la forme 

a 

En fösant cn — — = ^, on a (c + -i)9u = d^, et )es limites de l'inte'grale par 

rapport a / sont /=ao et^=: — oo, qu! correspondent aux valeurs u = OD 
et u=sO. En vertu de ces substhutions, Tintegrale se cliangc en 

Comme la fonction i^(/^) reste la meme pour des valeurs negatives 6u posi- 
tives, on obtient 

et par conscquent 

L'integrale proposee se reduit donc a Celle ci: 

oik Ton a supposc /^=0. En comparant maintenant entre elles la premi^e ef 
la derniere forme de fintegrale, on parvient a la relation 



Xnicu-^nou^^jym'^. 



En substltuant F(_0) =f(2ac + 0), on obtient 
et par consequent 
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£n remplagant a et c par ^a et yc et fesant enfin i^ =£ 0^ on parvient au 
tlieoreme enonce ci dessus: 

Gomme ici Fexpression h droite est moins compiiqu^e quc celle ä 
gauche, Tequation trouvee peut servir de formule de reduction, et cette ap- 
plication de la formule devient encore plus fc^conde, en generalisant 1 equation 
meme par la Variation des constantes. 

En efTet, la difTerentiation n fois repetee suivant la constante a, donne 
Tequation 

De Tautre c6te^ en rempla^ant /(«) par /(2f/c}/;& + ö), on trouve a laide de 
la formule (2): 

"*■ 274 • . (2VcVsy •••r 

Maintenant, en posant pour abreger, 

oo (fH-p-l)(fH-p-2)....(iH-l)n(fi-l)....(n-p) 

^^- 2.4.6..-(2p) = ^P' 

et mettant la valeur de Z^/(2}/(xc) -H ö) pour x =r o dans lequation (21), 
on obtient 

L*integration de chaque terme de la serie a droite, peut ^tre effectu^ en 
posant la valeur de l'integrale 

On obtient le rcsultat suivant assez remarquable: 

~ye\a/ ■'"■~2t/(ac)-'»-»"*"Öp^))»-'— »*"•■•••»• « > 0. 
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LVquation (20) pourroit ^tre diflerentiee egalement suivant la con- 
stante c^ mais on parvient plus facilenient au rcsultat au moyen de rcquation 

que iious venons de trouver, en y rempla^ant par -^ et en echangeant les 

lettres a et c\ ce qui ne change pas les valeurs des integrales designees par /• 
On obtient 

24. fj Ö^?/<"> (cO + -j) W 

— L(±YsT J^' T , ^« / * 

et si on met ti + 1 a la place de n, et qu'on fasse pour abreger 
^R (n+jg)(n+;?— I)....(n+l)n(n— l)...,(n^y+l) _ 

^' 2.4.6....(2p) — ^P' 

Tequation prccedente prend la forme 

Posant icj f{z) = /fp(z)Bz, on obtient /<"+»> (cd + -§■) 
= 9<">(cö + -f-) et 

et ecrivant /* a la place de cp : 

26. fJo^^f''\cO + j)QO a>0 

1 fa\l^ i j JVj ^ iVa |. , ^ 

~ V^ V cy ^ " 2l/(ac) ^»-1 "*" (2l/(ac))^ ^n-a — • . . .j. c > f » 

Les formoles (24 et 26) se pretent sans difficultes aux applications, 
toütes les fois qu on puissc prcndrc la fonction /\z) teile qu'il soit possible de 
trouver la Taleur de /^^ par les me'lhodes ordinaires. En voici quelques 
exemples. 

Le cas le plus simple est 

Cela donne 

/(»)(c<? + -f) = (-i)v-(*'^+i^ 

et par cons^quent, ä l'aide de la formale (24.): 
Crelle'f Joarnil f. d. M. Bd XXXOI. Heft 3. 36 
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La formule (26) fournit Tequation analogae 

Le cas particulier c := a est celui que Mr. Cauchy a traite par un procede 
tout different. 

En supposant 

il soffre un second exemple remarquable. On obtient 
/(-)(cö+|-=(-l)-('/*+|)C"+i)....C«+K2'*-l)) Vl^H^' 

et en vertu de la formule connue relative aux inte'grales Euleriennes: 

29. ^-Y^ = A(A+l)(A+2) .... (A+m-1), 
qui ici est applicable pour A = |it + | et m = 7>. Gela donne 

30. f^-KC + I) = (-1)-. ?^> . ^^J^^. 
Puis on obtient par la formule (23.): 

/»-, =(-m(^+^)(^+i) ....(^+K2»-29-l))/; -^ ^^^y^of*i^ ,' 

En »e servant de la formule (29) pour A = /* + j, m =: n — q, et en »ub< 
stituant (Ä+2)/(ac))a» a la place de 0, cette expression se re'duit 4 

•'«-? — ^""^^ • TQi+i) ■ (6+2j/(ac))("H«-»)A a+«)'*+*~*+*' 
ou Tinte'gration indique'e peut ^tre effectue'e au moyen de la formule connue 

^« cü-'Sm _ r(r)r(*) 
^*- y« (1+«)^ ~ r(r+#) ' 

en prenant j = |; r = /* + i» — 9. On obtient alors 

Qo r Vf* M)-vn^«*-g) 
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Mainteoant en substituant dans les formules (24 et 26) tout ce que nous 
ayoos trouve dans (30 et 31), on obtient les equations suivantes: 



'-0'+»+öf:(7)'"r 



(i+2)/(ac)yH-* ■*■ 2V'(ac) ' (J+2V(ac))''-H'-l **" (2V(«))* * (6+2l/(ae))^+"-a "^ 

_ IX/H-«) iv. rpH-B-i) jy, - /x^i-nt-2 ) 

<*+2Kac))'*+* 2V(ac) * (6+2^(00))^+*-* (2l/(«>))' ' (6+2l/(ae))''+^2 ' 
Mettons encore |U — n a la place de fi, nous aurons 

33. r(/*+5)^„i^ J y^ (a+6Ö.K^)/'-H 

_ rpi) Af. rpi-i) Jtf,_ r(/i-2) 



et 



~ (6+2)/(ac)X "*" 2y(ac) ' (6+2)/(ac)>«-» "^ (2)/(ac))' " (6+2)/Cac))/-»"^--- 

U ne faut pas oublier que ces theor^mes, remarquables par leur gene- 
ralite', n'ont lieu que pour des valeurs positives de a et c et diffe'rentes de 
z^ro. Il y a un cas particulier dans lequel la valeur de l'inte'grale ä gau^he 
peut £tre trouvee a l'aide de la formule (31), et inde'pendamment de la s^rie 
ä droite, savoir le cas, oii a = c = 1, b = 0. Ces valeurs de ac et b re- 
dulsent Finte'grale de la formule (33) a 

« Oi*-*W 
Jo (T+^^' 

et par la Substitution ff^-si a, ä 

1 f.* <ui(/'-»-i9Ö ^ 

dont la valeur en vertu de la formule (31) est 

\_ rQ(Ai+»+i))ra(^i») ) 

Vient maintenant 

36* 
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et en se rappelant des valeurs de Mi, M2 etc., on obtient 

ce qui exprime une relation remarquable entre les fonctions Eulcriennes de 
la seconde espece. 
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14. 

De cnrvis catenarii$ sphaerids dissertatio 
analytico - geometrica. 

(CoDt. disseri. 10. tom. 33. libr. a) 

(Auct. Dr. Chrisioph. Chdermaxm, Math. Prof. ord. Monast. Guestph.) 



17. 

De nexu inter abscissas et areas curvarum homologe coruugcUarum 

catenariarum. 

oi formulas (2) et (3) articull praecedentis aut additione aut sub- 
tractione coniungimus eas, in quibus integralia continent parainetros, quorum 
alter est alterius eomplementum , et si insuper arcns AM et CN homologe 
coniugatos esse censes, quo Vi=^ v fit, oriuntur 

quae praeceplis iheoriae fiinctionum modularium adbibitis contrahuntur ad 

tang a(/+/i) + 5(*-^.)) = /(i+c)(l_a) ' diTv = (l+e)(l-a) •^«"g ^' 

/i / y . y-N 1 / v\ Ha+c) iHV A 

tang (i (/+/0 - I (x- -r,)) = ifiZcfil^) ' Ä^ " (Ü:^-^ * *^"6 *' 

sive adhibitio A=V'((l-a)(l-Ä)(l+c)(l+J;)=V((l+a)(H-Ä)(l-cXl-^i)), ad 

/i/^ ^N 1/ ^^ i/ (1-6)( 1-hO . 

tang (K/+/i) + l(a:-^i)) = F (l-a)(l.K) *^"6 ^' 

»ang ö(/+/i) - i(^-*i)) = K(l+^(l^-**"8 *• 
Si utimur iisdem formuh's, quibus in artic. 10, et insuper triangulum cba- 
racteristicum 2A adbibemus, determinatum formula tang A = tang a. tang 5 ar- 
ticuli 2, formulae illae abeunt in 

Iw tang «.ta ng« tang A 
tang (sCZ+A) + »(a^-ar,)) = tang(i«-^ " tang(J«-g)' 
IM fj^f\ XI w • tang «.tang «_ tangA 

Crenc* Journal f. d. H. Bd. XXXIII. Heft 4. 37 
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Quare si duo triangula sphaerica rectangula construuntur, quorum unum cathe- 
tos habeat y+/I+C^— a?i) et s^r— 2gr, alterum vero cathetosy+/i — (o?— a:'i) 
et |(^+%)9 ^u^ triangula cum triangulo characteristico 2A ad arcura para- 
bolicae cdltenstme s=:\(^AM+CNy, cuius paramct9ras:|(^4*C), pertioente 
eiusdem erunt raagnitudinis areaUs. 
E formulis iIHs derivantur facillime formulae novae 

sin2og.sin2f tang2A 

*aög (j+fi) — cos2«'(cos2a+cos2f) ~ cos2f ' 

, ^ tang2^.siii2asin2« _ . «a 

tang (x-x") = i^co82acos2r = tang.2gr.sin 2A. 

E formulis his perspicis, semisummam arearum \{f+f^9 quae ad arcus 
homologe coniugatos AM et CN pertinent, maiorem esse area parabolicae cate- 
nariae, cuius arcui s semisumma arcuum AM et CN aequalis' est, et absdssam 
curvae ellipticae arcui AM subtensam longiorem esse abscissa, quae arcui hy- 
perbolico CN subtenditur coniugato, dummodo puncta arcuum extrema M et 
N QOB sunt vertices, qui vertices A ei C proxime sequantur. Etenim si puncta 
M et N coiBcidunt cum yerticibus B et D^ vel quod idem est» si sumitur ar- 
cus parabolicus ^=|7r, est ^(y+^)=A=i^9 et abacissae x ei Xi eo extensae, 
ut ad arcus AB et CD pertineant, aequales sunt. 

Formulae (2) etiam edocent, nexum inter quatuor quantitatis 2g ^ 2\ 
X — Xi cty+y^ exhiberi geometrice adiumento trianguli rectanguli sphaerici; 
quod $i ita construatur, ut cathetus 2A cum hypotenusa /+/[ faciat angulum 
constantem 2^, cathetus alter angulo 2g oppositus erit abscissarum differentia 
X — Xi. Quo in triangulo si catheto 2A oppositus angulus 2^1 appellatur, for- 
mulis (2) addendae sunt sequentes octo: 

1C0S (/+/i) = cos 2A . cös {x — Xi), tang (x — xO = tang {J—JTi • cos 2»7, 
sin(a7— a?i)=sin(/-f-/J).sin2g^, tang2A=:tang2i7.sin(a;— Xi), 
cos {f-^rfii = cot 2gf • cot 2»?, cos 2g = cos (o? — Xj) . sin 2% 

sin 2A = sin {f+fi) • sin 2% cos 2^ = cos 2A . sin 2^, 

ita ut formulae decem nexum inter quantitates quinque 2g, 2A, x— Xi, f'^fn 
2ri omnimode exprimant. 

18. 

De chorda MN punctorwn homologe coniugatorum^ et de 
quadrigono AMNB. 

£ formulis (2) articuli praecedentis facillime derivantur quatuor hae: 
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. . V sin2fi'Sin2asin2« . . cos2ff' ^ . 

8in(a?-arO= 2cosVsin2r' *=°» (*"*>) =1152^ ("* »"««»X 

dumnfodo non negligis, esse 

}/($in^2a sin*25 + cos'2^(cos 2a + cos 2sy) 
= ]/(s\n^2g sin'2a sin*25 + cos^2^(l + cos 2a cos 2^)0 
= i/((l + cos 2a cos 2sy — sin^2gr(cos 2a + cos 2sf) 
= (1 + cos 2a cos 2s)}/(l — sin*2^. cos^2A) 
= (1 + cos 2/a).sin 2v = 2cos'/a.sin 2i7, 
si 2/i est hypotenusa trianguli characteristici supra recepti 2Af et cuius catheti 
sunt 2a et 2s. 

lisdem signis utendo formulas (7, 8^ 9) transfonnanius»' ut migrent in 

^ cos* fl 

2. cos j. cos ji = — ,— . sin 21? ; 

, . COSy . . 008*^ ^ 

3. J -sm jr.j, = ^^^; sin j-sin j, = ^^- cos 2i?; 

4. cosl(j+y,) = ^.sin (Itt+i?); 

5. sin \(y—yi) = ^^ . sin (l'ir—v). 
E formulis (3) divisione orltur 

l^Lysin;, = cos 2^ = sin (^-2,), 

-^ I^|^5|^7 = ^^"9(2r-8rO = $ari9 2(i. ideoque est 

6. 8/ — 8ri = 8G7r — 2i?). 

Si arcubus circulorum maximorum coniungimus tum \ertices A et C, tum 
puncta homologe coniugata M et iK, oritur quadrigooum uiCNM, cuius latus 
AC=A+C=2a, cuius latera -^M et CiV sunt arcus coniugati duarum cur- 
varum, quorum semisumma =^ et cuius latus quartum MN est chorda inter 
puncta homologe coniugata^ cuius longitudinem nunc eniamus. Est vero MJV 
latus trigoni MON^ cuius duo reliqua latera sunt OM^=\n:—y et OiV=j7r+y„ 
et angulum MON= x — Xx faciunt. Quia vero cos MN = eos OM cos ON 
+ sin OM sin ON cos MON, sive 

cos MN = — sin jr sin yy + cos y cos y, cos(a:— a?i), 

37» 
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primo componimus cos jr cos y^ . cos (o: — a^i) = eos^ ^^^^ ^* quare cos MN 

^ cösV cös^ ^^^ 2^^ — 1 = 2cos> — 1 = cos 2/x, ideoque 

ifcßV^ = 2/x. 
Chorda igüur MN iungens puncta homologe corUugata M ^^ N, 
aequalis est hypot^nusae trianguli characteristici 2A pertinerUis ad arcwn 
parabolicum s. 

Chorda, cuius longftudinem modo determinavirous, cum applicatis 
pnnctorum M e\ N homologe coniugatorum angulos facit acutos M et N, et 
trigonum MONy cuius latus MN = 2/x esse invenimus, continet angulum N 
ipsum, loco anguli M vero ipsius supplementum. Quare foimulae trigonome- 
triae sphaericae praebent relationes 

sin \{M — N) cos fi = sin \{y — yi).sin \(jx — x^, 
cos\{M—N) cos fi = cos\{y — ji).cos \(jx — a?i), 
quae formulis (4) et (5) mutantur in 

sin \{M — JV).cos g = sin (Jtt — i?).sin \(cc — Xi), 
cos 1{M — iK).cos g = cos (Jtt — i?).cos l(a: — Xi). 
Si vero easdem trigonometriae sphaericae formulas applicas ad triangulum 
rectangulum in fine articuli praecedentis inventum, invenis 

sin (Jtc — r;).sin ^(x — Xi) = sin (l(f+/i) — A),cos g, 
cos (Jtt — v) . cos 5 (cc — a?i) = cos ß (/+/i) — A) .cos g; 
quare prodeunt formulae 

cos K^-^) = cos (K/+/i)-A), et sin 5(3^-^) = sin (J(/+/0-A), 
quae sine ullo dubio monstrant, esse 

/W-iV=/+/,-2A. 
Chorda MN lineam abscissarum secans in /^, duo facit triangula rectangula 
VPM et VQNy si memineris esse y applicatam PM et yi applicatam QN^ 
in quibus, si angulus PVM = QVN=^ V est, 

area SW trianguli VPM —V^M — hic, et 
area 9fl trianguli VQN = T^ N —W, 
ideoque SW — 9fl = M — iV^ = /+/;— 2A. 
Quia vero ex intuitu ipso patet, esse aream quadrigoni u4MNC =:/+/[ 
— SR + 91, irwenitur area quadrigoni AMNC = 2A, siie duplo areae pa- 
raholicaey dummodo arcus parabolicus s est semisumma arcuum AM et 
CN, et curcae parabolicae parameter a est semisumma opplicatarum A et 
C, quae ad vertices A et C pertinent. 
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Si praeter quadrigonum AMNC construitnr quadrigonum amnc, cuius 
latera ac^AC et mn^MN sint arcus circulorum maximorum, cuius vero latera 
am et cn sint arcus aequales parabolici et insuper symmetrice aequales, nee non 
convexi versus quadngoni aream, quadrigonum AMNC acqualis crit quadri- 
gono iWinCf dummodo am=scn = l(AM+CJV) et anguH a et c sunt recti. 
Si angulus m=n=:Q esse ponitur, angulus NMA=r& et angulus MNC^=Qi^ 
est angulus X;=©+iV/ et angulus \=.Q^—N, quare %'\-\^=zB^Q^^M—N, 
ideoque >/+X,i= 0+0ji +/-!-/; — 2A, et quia A=©+Gr— Jor, si^ 2A=2Ö 
•*-2or— TT, formulay+^=2or-|-X/+X;i — it in artic. 15. inventa migrat in sim- 
pliciorem haac: 

Sed paullo post etiam demonstrabitar, esse^== @ = .@i, ideoque quadrigonis 
duobus AMNC aequatem esse nonnisi perimetrum et aream, sed aequales 
etiam esse angulos tunc patefiet, quae mira^sane est curvarum catenariarum 
sphaericarum proprielas, et mirum in modum obstrus^. 

19. 

De nexu inter abscissas et areas curvarum reciprocarum. 

Pro abscissarum oc' et x\, initio punctum 'sumimus, quod abscissarum 
X et Xi initio est e diametro oppositum, quuni linea normalis, quae per ver- 
tices A et C transit, etiam vertices A' et C transit, et lineam abscissarum in 
novo abscissarum initio secat. Quare est 

—Ja' a-xf*)VZ' ** •/ —Ja' (l-OVZ' ' 



X 



ideoque 



/ ^, _ /'^<A+»092;__2ce 2(Ä+«) r> 9t 

* "*"^ —J^ ii-»'WZ' — II .41-»" 

^ —J - Jj (1+*'DKZ' ~ l l Vo i 



ht 

(1+*'DKZ^ ~ i ^ l V0I+," 
quibns in formulis argumentum c determinatur iis (6) ahrtic. 11. Si substituimus 

iavenimus formulas 

l x' + /' = ^^n^" - 2 '^(''' 9O = "'^<»" ^o'iif ', 

I x' - /' = ^=f^r^ + 2.Ä(,>, rO = «ectori ^'OAf, 
si parametri q* et r' determinantur fornaulis 
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, , -,/ (i-<t')(6'+ cO " , , i/ (i^)(y.M>0 

E formulis aotecedeotibus , quae spectant ad curvam reciprocitatis lege 
coniunctam cum catenaria elliptica illico iiunt eae, quae spectant ad abscissam x\ 
et aream f^i curvae cum catenaria hyperbolica reciprocitatis lege coniunctae ; 
dummodo permutaraus ^r' et x\^ f et f\, af et c\ hf et d\ p' et p^, e et 
e, quo, quia q* in V — r' et r' in U — 9' abit, adipiscimur formulas 

x\ + A = ^'^^ - 2-Ä(i^„ £'-rO = sectori CON\ 

x\ - A = ^§^f -»- 2-*S(^i> i'-90 = sectori C01S\ 

in quibus argumentum Pi cx applicata y'i = arc sin (z'i) computandum est per 
formulas (3. artic. 12). 

Facillime hinc derivabis formulas^ quibus eiprimuntur areae sectorum 
B'OM\ B^(yM\ CON\ C^<yN\ quas vero brevitatis causa omittimus. 

20. 

De nexu inter areas et abscissas, quae ad arcus homologe coniugatos 
A'M' et C'N' reciprocos pertinent. 

Ponamus iterum, puncta M ei N duarum curvanim AM et CN esse 
homologe coniugata; erunt etiam puncta nunc M^ et N* homologe coniugata, 
ideoque et arcus A'M^ et CN* ipsi , i. e. erit argumentum Vi = p. Quare e 
formulis artic. praeced« nunc aut addendo aut subtrahendo componimus: 

qtias facillime reduces ad simpliciores 
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tang ö(/'+A) + J(^x-«^0) = üi^Z^ 

unde perspicis, si arcus reciprod j4^M^ et C'iV' non extendantur usque ad 
vertices proxime sequentes jB' et I^, fore abscissam a:\ > a;\ i. e. eam , quae 
ad ellipticam curvam reciprocam pertinet, superari ab ea, quae ad hyperbolicam 
redprocam; et insuper esse 5(/'+y'i) < Jtt. Si vero puncta M' et N' collo- 
camus in jB' et D^, vel quod idem, d cr=:j7r, est ar'i=a;' et simuiy'+/'i=7r. 
£ formulis modo erutis componimus duas: 

tang (/ +J^i) — cos2gcos2(j~cos2a ' 
tang (o?,— o;) = cos2f-cosatecos2^ ' 
e quibus reductionibus facilHmis invenies 

co52y— cos2gcos2<y . 



3. 



cos (o? 1 — a?0 — |/((l-cos (2a-H2g) cos2SKl-cos(2a- 2g) cos 2<y)) ' 

sin 2g sin2g 
2^)cos2(y)(l— cos(2( 
cos 2g co82tf-*eog2« 



. ^ ^ , sin2g sin2g 

sin Q^i — o?; — |/((i_coß(2a4.2«')cos2(y)(l-cos(2a-2g)cos2"(T)) ' 



cos (/ +/ 1) — y((i.co8(2a4-^)cos2^(l-co8(2a— 2g)G062<0) * 

, . ^ -^ . sin2a.sin2(F ^ 

sm {f+fi) — |/((l-cos(2a+2g)cos2(T)a-cosC2a-2g)cos2(r))' 

quae fonnulae relationes.complures suppeditant, quarum praecipuae sie ex- 
hibentur ; 

sin %.sin(y^+/*i) = sin 2a.sin(^|— a?0» 

cos(y^+y^) = cos 2or QQs(a:\ — o?') — ^^2i ^^^ ^^ sin(a7'| — a:% 

cos(^, -«0 = cos2crcos(/'^+/') + ^ siti 2cr sin|/^,+/'), 

sin 2a sin 20- cos(a7'i — a?') = (cos 2g — cos 2a cos 2or) sin CJ^i+/^)f 
sin 2g sin 2a- cos(/''i+/^ = (cos 25gr cos 20- — cos 2a) sin (a;\ — a!% 
(cos 2g — cos 2a cos 20-) cos (/^i +y*0 == cbs 2|gr cos 2a— cos 2a) cos{a!\—x^. 

Si construitur trigonuro, cuius latera 20-, a:\ — ^' et /^i +/^ variabi- 
lia esse scimus, anguli duo constantes inerunt^ scilicet angulus lateri a^^ — x^ 

^^^)f et angulus lateri ft + f* oppositus 
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^: TZ arc cos ( -- — 5" )• Angulus vero variabilis tertius, lateri 2or oppositus, 

/sin2ggin2 g'C0s2g— c os2acos2g' \ 
crit = arc cos ^^ 5ä«2^-cos»2a /' 



21. 

Interpret€Uio geomettica raiionis, quae intercedü inter arcum catenariae 
ellipticae AM et arcum homologe comugatum CN catenariae 

hyperboUcae. 

Coniungat chorda M^N' puncia coniogata duonim arcuum A^M^ et 
CN\ quo oritur tnangnlum JlfOA^ cuius latus 03f' =S7r— j, latus ON^ 
= Itt + j' et angulus ^fO^^ — ^r\ — .1'; quarc est 

cos M'N' = — sin y^ «» ^i + cos y* cos y^i cos (a:'i— orO; 
at formula (4 artic. 15) adhibita praebet 

- . , .. cos2g— cos2acos2(r 
cos/.cos/,.co8(^'i— x'^zs i4.cas2g ' ®^ ^"^* 

. . ^ cos2^(l+cos2acos2<T) 
sin/.sinjrx = i4.cos2s^ ' 

illico prodit coaW^=— cos2a.cos2o- = cos2a'.cos2s, dummodo a'=f7r— a 
ponimu». Quia vero ad arcum parabolicum 5, cuius parameter a, pertinet 
arcuB reciproGUa itidem parabolicus or, cuius parameter est a': vides co52a^cos2o' 
esse cosiiium trianguH characteristici 2A^ cuius cathcti sunt 2a et 2ory quod 
pertineot ad arcum parabolicum reciprocum a; unde perspicis, chordamlA'^\ 
aequalem esse hypontenusae huius trianguU 2A', swe aequalem esse dupHci 
applicatae, quae ad punctum ecctremum arcus er reciproci parabolki pertineot. 
Quia M est centrum sphaericum circuli maximi tangentis cunram ca- 
tenariam ellipticam in M, et quia pariter N^ est centrum circuli maximi cur- 
vam catenariam hyperbolicam in N tangentis, vice veiw intersectio horum 
circulorum langentium, quae sit T, erit centrum cordae M'N* sphaericum, et 
angulus MTN, quem duo circuli tangentes secuna faciunt, erit supplementum 
chordae M'N' ipsius. Si angulus iste =2v ponitur« est ilf'iV'+2i^=7r, ideoque 
co% 2v^ — cos M'^, sive 

cos 2v = — cos 2a . cos 2cr, * 

quae formula similitudinem quandam habet cum formula cos2^£=cos2a.cos25, 
f^MiB vero inter arcus rericoprocos o* et ^ parabolicos intercedit relatio 
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(1 + cos 2a cos 2a) (1 — cos 2a cos 2^) = sin^2(x» est 

(1 + cos 2v) (1 — cos 2^) = 4sin'a cos'a, sive 

cos 7». sin ft = sin a cos a, 

Triangulum MTN praeter anguluni 2v continet angulos @ et 0i (artic. 18), et 
cum e formulis trigonometriae sphaericae nota est relatio 

sin t(94- _ oQ g iJMT^IJTy . . ,. ^^. . ^ sin 2a 
^^ — SäS^i ' V^'^ "n5(0+0x) = sinö = ^gj^, 

i/TiMTF» mTm\ sin 2a cos^i , 
invenitur cos h{MT-- NT) = :^^. ■^^ = h sive 

MT=JVT; idiJoque ö = 0, = ö. 

Chorda» igäur MN iungens duo puncto homologe comugata M e/ N 
m catenaria eUipiica et hyperboUca est ea^ quae cum duabus curvis angu- 
los iniemos et Qi faciat aeguales\ quae est interpretatio geometrica ratio- 
nis, quae locum habet inter puncta homologe coniugata et arcus homologe 
coniugatos. 

Nunc primum patet, quadrigonis amnc et AMNC (art. 18.) aequales 
esse angulos a^ A^ j^r , c sxi C =» itt, m = M (sive O^Q) e\ n^ N (sive 
^«0i), quorum vero latera sunt ea, ut sit ac ^ AC ^2a, mn ^ MN t:a24A 
et am^cn^ h{AM+CN). 

Nunc etiam perspicies, in quadrigono AMNC^ cuius latera A^NV et 
CN^ reciprocitatis lege coniuncta sunt cum arcubus AM et CN duarum ca- 
tenariarum homologe coniugatis, pariter esse angulum A* ^ C ^ \ic et angulum 
M^N'^d'^Tt — MT. 

Aream huius quadrigoni e theoremate de quadraturis sphaericis gene- 
ralissinie facile est computare. Si omnia ipsius latera essent arcus circulorum 
maximorum, area foret 2.k'^ + 26' — 2it tsm 20' — tt; quia vero latera A^M^ 
et ON^ sunt arcus curvarum versus quadrigoni aream convexi, addendi sunt 
arcus reciproci AM et CN] quare ipsius area est 2ö' — it + AM+CN 
«B 20^ + 2s — TT. Quia vero area catenariae parabolicae reciprocae« quae ad 
ipsius arcuni er pertinet, est = A' ■» ö' + ^ •— Jir, ideoque 2A' « 2ö'+2^— tt, 
aream quadrigoni A'M'N^C^ =s 2A^ esse, i^el areae trianguli characteristici^ 
ad catenariam paraholicam reciprocam pertinenti aequalem esse patet. 

Quia aoguli 3f et iV' in quadrigono A^M*N'0 sunt iidem, quos cir- 
cnli maximi, qui arcus A*M* et CN' tangunt in punctis M* et TV', faciunt cum 
chorda M'N' punctorura coniugatorum, circuli hi in puncto quodam T, quod 
Crelle's Jonrnal f. d. M. Bd. XXXIU. Heft 4. 38 
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est centrum chordae MN, ite se intersecabunt, ut iiat triangulum isoscele 

]\fTN', sive M'T — N'T ^tc — O sit. 

Si per puncta M ei N homologe coniugata, ducimus curvarum AM et 

CN lineas normales, etiam hae ob aequales tangentes MT*^ NT in puncto 

qnodam Ü ita se intersecabunt, ut sit UM = UN, et ut circulus maximus per 

punta T et C7 ductus, normaliter in partes aequales dividat chordam punctorum 

3i et N coniugatorum. Quare U est radius circuli minoris, qui curvas cate- 

narias A3IB et CND simul tangit in punctis coniugatis M et N. Si r est 

radius huius circuli minoris, facillime invenies: 

1— cos2acos2« sin 2g ^^ sia^^i sinocosa. 

tang r = sin 2a l+cos2acos2(T "" sinacosa cos*i/ * 

quae formula edocet radium hunc r aequalem esse radio curvaturae siye li- 
neae normali, pertinenti ad punctum arcus curvae parabolicae extremuro, cuius 
longitudo = 5, et parameter = a (confer. artic 3, ubi y = (*). Idem radius 
aequalis est normali, quae ad curvam parabolicam pertinet 

Quare si circulus minor , cuius radius aequalis est radio oscuH sive li- 
neae normali, quae ad arcum parabolicuro s quendam pertinet, ita applica- 
tor inter duas curvas catenarias AMB et CND, ut has curvas simul tangat, 
puncta contactus M e\ N erunt homologe coniugata et simul ita posita, ut sit 
\(^AM+ CN) B s, Methodus haec, inveniendi puncta coniugata inter eas, sane 
referenda est problematum solutiones, quae dicuntur mechanicae, quae vero ad- 
hibendae sunt, si alias et quidem geometricas frustra quaerimus. Notio saltem 
huius circuli est adhibenda, qui simul has curvas tangat, quia ratio quae in- 
tercedit inter puncta homologe coniugata, clarissime explicatur, si dicimus, 
puncta homologe coniugata esse puncta contactus duarum curpcarum cum 
eodem circulo minore. 

Dätis duobus punctis homologe coniugatis Jü et N^ facillime ducuntur 
lineae, quae curvas catenarias in bis punctis tangant. Si linea tangens est 
ducenda per punctum M, ex altero puncto N describatur circulus, cuius ra* 
dius est 2a, a puncto M ad circulum duci possunt duae lineae tangentes 
sphaerico-rectae, quorum una (quam facillime distingues ab altera inutiii) 
quae drculum tangat in ü, etiam curvam AM iu M fanget. Pari modo in- 
venitur circulus maximus, qui alteram curvam CJV tangat in N. Si enim du- 
cimus radium AÜ, oritur trigonum rectangulum IVRJU, cuius catbetus NB 
«2a, et bypotenusa 2/^ est, quare triangulum hoc erit cbaracteristicum 2A, 
catbetus alter MB «» 2s => AM + CN, area aequalis erit areae quadrigoni 
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AMNC, et angulus NMR ^0 ^ Q, ideoque MR curvam AM in M tangit 
Inventis duabus lineis tangentibus MT et NT^ addo, aogulum RNT esse com- 
plementum arcus 2or paraboh'ci reciproci. Quia enim 2^^20 + %t — tt et 
triangulum characteristicum 2A = Itt + NMR -♦- MNR — or « NMR + MNT 
— RNT-- \it = 20 - RNT- h^, est 20 'h.2(r— 7(^20 ^ RNT— ^it, sive 

angulus RNT^ hit — 2cr. 
Vides ergo, angulum Ä/VT = esse, si er = jtt, eumque negativuin fieri, si 
or > ^7t suroatur. Pari modo dud circulos maximos, qui curvas reoiprocas 
A'M' et CW in M' et N' tangant, vix monendum est 

23. 

Reductiones formularum^ gmbus abscissae punctorum homologe 
coniugaiorum eoßprimuntur. 

Ad absolvendas reductiones propositas, omnes quantitates conatantes, 

praesertim eae, quae ad octo vertices quatuor curvarum pertinent, exprimen- 

dae sunt ita, ut nonnisi a duabus quantitatibus pro arbitrio sumendis pendeatit 

Quantitates binae constantes sunt a et tang g. Ponamus brevitatis causa 

^ = tang g = }/(X — sin 2ß sin 2y). 
Quia 

1. 

erunt 



cos(y+/3)=sQCOsa, sit £=*sin(y+^)=V(l — ^^cos^a), et quia 
»inCy— ^)"»^sina, sit e'^cos(y—ß)^y(X — Q^sin'a), 

2. ^»^cos2a, ^»(1 — Q')sinacosa, tang 2g^»-7- tang 2a; 



a^s\i\A^+cos{ß+y — a)«= + 9CO$*a+£sina, 
Ä=:sinBs*-l-cos(a+y — ^)"» — ^sin^a+e'cosa, 
c^smC^ — co$(a-*-^+y)» — Qcos^a+csino^ 
c/=8sin/)«=+cos(a+/8 — y)=»+9sin'a + fi'cosa, 

et 
a'«cosu4=sin(/3+y — a)» — Qsinacosa+£cosa, 
Ä'=»cosjB = sin(a+y — /?)»+(? sin acosa+fi' sin a, 
c' eacofC»sin(a+«+y)=«+^sinaco$a+£cosa, 
J'=scos/)«=»sin(a+^— y)=: — Qsinacosa+^'sina. 
E formulis bis invenis, componendo, sequentes: 

\ ac =* sin* a — 9* cos'a, bd « cos'^ a — 9' sin^a, 

/a+c»2£sina, Ä+d — fe'cos a; 

38» 
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5. 



V((l+o)(l+c)) - £-|-sina; |/((l+a)(l-c)) - (l+9)co8a; 

I V((l+Ä)(l+«0) =■ c'+cosa; y((l — b)(l+tf)) = (1+Q)sina; 

|/((1— o)(l — c)) = e— sin a; y((l^ä)(l+c)) = (1 — 9)cosa; 

j/((l_Ä)(l-d)) « £'-cosa; y((l+Ä)(l-,/)) „ (l_9)sina; 

( oV = cos'« — q'cos'«, b'd' = sin'o — 9' sin'«, 

^- j a'+c' = 2£ cos a, b'+df — 2e' sin o ; 

|/((l-oO(l-cO)=c-cosa; y((l-a')(l+c'))^sma+qcosa; 

y((l-b')(l-dr))^E*-sma; V((l+Ä0(l-</0)-cösa+9sina; 

y((l+a')(l+c'))=£+cosa\ y(il+a')(l-c'))^siaa-qcosa; 

V'((l+Ä0(l+JO)=«'+sina; y((l-b')(l+d'))''COsa-qsma; 

/= V((o+^ (*+c)) = y(.{a'+tl) (Ä'+cO = V((«' cos « + c sin «)'-(?') 
=}/(l— 9»— 29»sin««cos»a+ee'$in2a). 
8. ^ ViP-n-'ViCa+c) (b+d))'«y((a'+cW+d'))'=\/(2eesm a). 

1 /'»>/((^o)(rf-c))=.|/((a -ÄO(c-<^0)-V((«'cosa-« 6ina)»-9») 
-Kl— 9*— 29"sin'acQs'a— «e'8in2a). 
quibus quantitatibus exprimuntur moduli 

Formulae nunc reducendae sunt in (artic. 16.) inventa (2 et 3), c qui- 
bus ita exhibitis: 

componimus primo has: 

hn hn 

kia;+x,) - K/+/i) - ^) + ^) - 'i>(p. r) - 'D(p. L'_^), 
sive, pauUum mutatas: 

K^+o.,) + 5(/'+/'i) - 7 + i^^ + 'IK^, 9) + 'IX". L'-r), 
K^+^.) - Kf+f^) - 7 + i^^T) - 'J^". '•) - '^(•'' ^ -7)- 

Adhibenda nunc est fonnula generalis 

'i>(»',a)+'D(p,Ä)='D(p,o+Ä)-(X,*m'am'Ä<«'(a+*)).i. 
/ l'*m'am'btn'(.a+t)ini>dnv \ 
+ arctang VdS»V.i',e»'a<»'4c«'Ca+*)«R>/' 
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et in addidone hac parametronim non negligendum est, e formulis (art. 16.) 

patere, esse parametrum 9^<r. Hinc sequitur, summam m^q+{V — r)^L' 

— (r — q) »esse quadrante L' minorein; e contra, summa t+{V — g)otL*+r 

— q^2U — m quadrante L' maior est. Ponamus re yera m=^L' — (r — q\ et 
formula' prima migrabit in 

si 9 computatur e formula 

X^mfqsn'r.snfm fnv 

ang g) l^cn'qcM/rcnfm.cnc^ ' ä«* 

Ante omnia reliqua eruendae nunc sunt valores functionum modularium 
novi parametri m^q + L' — r. Adhibita formula notissima 

^ en'q cnc'r^mfqmc'rdfif q dnc*r 

e formulis (1. art 16) hoc loco substitutis, oritur primo: 

, y |/[(l+a)(l-H/)(l-a)(l-^)]-V[(l-&)(l^(l-Hi)(l+c)] 

quae formulis (3 et 5) mutatur in 

^ I (€^4- cos g) (g — s in g) — (g^ — cos d) (e + sin «) 

cnm^^t . €/cosa(«— sin«)»— €sina(«'-cosa)* ' 
Quia vero numerator reducitur ad 2 («cos a — «' sin a), et denominator ad 
(«6* — sin a cos a) (ß cos a — «' sin a), prodit valor ipsius cnfm satis simpIex; 
e quo facillimo negotio derivantur valores functionum reliquarum, sciiicet: 

^ (l-H^^Jsingco8g sing cos g ^ l 

sn m a gg'_sincfcosa *" cos^g-Cgg'— sing cos g)"' ^^^^^ °* gg'^. sing cos g' 

^ V ^ sing cos g 

cn m ^ gg'— sing cosg' ^^^ ^ ** cos^^gg'+singcosg)' 
sing co s g . Zcos^^ 

^(gg'-l-singcafg) 



9. 



Jn'm « /(«fi'.'singcosg)' ^^^^''^ = gg'+singcosg" 

Si de reductione formulae alterius agitur, quia inf{2L' — m) = — /n'm, 
cn'{2V—m) «— cn'm, snf(2U—m) « ^/i'm, '/)(c', 2U—m) - — '/)(p, m) 
est, pervenies ad 

si angulum (p* computas e formula 
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Quia vero facillime invenles, esse 

/(Li:»)(l+ä) ~ ^^'^ 9^^"^ '•^^ '^ = /ci-6)(l-rf) - ^^inc'qtnfrtnfm = 0, 
formulae reductae sunt 

10. ' 

( j(^+^i) - K/+/i) = 7 + 'J>(^, rn) - 9|. 

Subtrahendo invenis relationem simpHcem* 

11. z+y; = 9 + 9', 

addendo vero hanc: 

12. \{x+x\) — j + 'I>(y, m) + KsP— SPi)- 

E formulis his derivantur aliae, quarum ope singulas abscissas ctiam 
non habita ad punctum coniugatun) ratione computare possumus. Quia enim 

J(/+/;) + S(^-xO = arc »Dg (Slf^ß)- 

formulae hae coniunctae cum fo^^luIis (10), aut addendo, aut subtrahendo, 
praebent : 

^ ^ ä-w^f >. /lanffalanff*\ 

^ ^ yr^/ N /tanffatanff*\ 

a?. = - + D (^, ^) + cp _ arc tang (üSfgipiJJ))' 

vel si mavis, has: 

I o;, = '^ + '/)(.. m) + arc tang (^^^ - g>x. 
Si re yera non habita ratione ad punctum homologe coniugatum computare 
vis abscissam x , substitues in his formulis valorem tang s = yrTZTud — S » *' 

vero abscissam Xj, substitues valorem tang s = y/ ^^ ^/\ — ^. 
Quia componitur 



13. 
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^n 4 i 4 c8ingsin2g(g^-f.cosg) 

Ä snc qsn r.sn m » icosVO+rinaXe^^-sinacos«)' 

/ / / <^(€^-CO Stt) 

cnc qcn rcn m - 2€'cosa(6+sina)(6£/-sinacosg) ^^^ 

€fi^sin^2g €^-f.cosg inv 

15. tang g)i = /cos*g * 2e'cosa(6+smaK««'-sinacosa)4.f»(€'-.cosa)ciic«« ' dnv' 

Et quia 

,^ . . . €Sinasin2g(£'— cosa) 

X^sn'qsnc r.snm^ «cwVO-siii«)(£e'-sinacosa)' 

cn qcnc rcn m ■■ SjrzzTL/z — ^»>^^/,>/ — ^i7i — I7rr"\ # est 
/ xrGOSa(a— 8iiia)(€6'— smacosa}' 

66^ sin* 2a g*— cos« tnv 

lö. tang 9 -B ;^5^sg,- • 2€'cosaC«-sina)(€€'-smacosa)-r(€'+cosa)ciic*« ' dkv * 

guia generaliler d^»„_;t'»cii'ac»'6c»'(a+6)«i»© *" l--dttfadnfbMia^b)sn'v ^^^' ^ 

producta 

, . , ^ . y P (8— smg)(«'+singcosg) 

dnc^q dn^r dnfm = ^ . (,+smg) (6./-singcosg)' 

- , , . , ^ Z** C«+sing)(€€'4-singcosg) 

dn 9 J/ic T.dnfm - ^ . (,«smg)(.6'-singcosa)' 

priores formulae etiaiYi sie exhibentiir: 

1 fesingsin2g (6^,f.cosg)<nt?<ftiP ^ 
tang^i« cos^g- T(€—sing)(«€'—singcosa)— /''(€— smg)€6'+singcosg).«i*t;' 
fe sing sin 2 g (g^— cosg)<no£fap 
tang 9 =s cos*g T(c— sing)(««'^sinacosg)— Z'*(e+sing)(€€'+fiingco«g«iV 

Si in formuHs (10, 11, 12) sumitur j = Jtt, quo p = L fit et g)=»9i=.57r, ab- 
scissae eo eitensae acquales sunt, et arcubus AB et CD subtensae sunt. Ab- 
scissa haec est 

*-^ + 'D(L, m). 

24. 

Reductiones formtdarum^ quibus abscissae pimctorum coniugatorum 
in curvis reciprocis exprimuniur. 

Reducendae nunc sunt formulae in (artic. 19.) inventac: 
e quibus componimus primo 
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vely si mavis, 

i(;r'+x',) + !(/'+/.') - T + C!ö^-y )''-^'^<'''^ + S(-,l'-?'). 

E formulis (2 artic. 19) patet esse jparametrum y'>r', quare parametro- 

rum summa 9'+Zr'— r'=Z'+ (9'— r*) quadrante Zr' maior, altera vero summa 

r' + £' — y' = £' — (y'— ^') quadrante i' minor. Si igitur ponimus iterum 

m - r' + i' - y' « i' - (9'-rO, 
altera summa y'+£'— r«2Zr'— m quadrante maior erit. Ädhibita formula 

^ cn'r^cnc'q'sn'r'snc^q'dn^r' dnc^q ' 

componimus vero e substitutis formulis (2 artic. 19): 

quae adhibitis (3 — 7 artic. pra6c.) reducitur ad cnf m «» ,^ . ^ 

undc persqicis parametrum m esse eundem ac in articulo praeced., ideoque 
esse V — {r—q) « £' — {q^—r^, sive 

\. r — q :=^ q^ — r\ 
Quo invento, hac occasione videamus, summae r -h q et q^ + r* aequales sint, 
nee ne. Formularum pro cn'm loco nunc habemus formulas 

2. cn\U — q-T) 

" • (l-.a)(l-.c)(6+£/)-(l-J)(l-^Kö-*-<?) '^ €C0Sa-.6'sina* 

3. cn'{L'—q'—r') 

unde perspicis, summas q — r e\. q* — r' esse diversas. 

Quia *S(P, r') + S{v. U - q') = Ä(p, m) - (A^ /nV tnc'q' tn'my 
}?9n*r* 9 wi(f mim mx> cn%>dat\ ^ , 'i?9pfmuf^ntmm%cn^dii% 

X^V^m'rincfq'trimsnv.mDV , . . 

- -MVän^TM^^^J^iü^^ - ^' nanfciscmur 
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et parlter 

= 7 + K fd-o^KW) — X*tnc'rtnfgtn'my]p + iS(p, m) + ir — \p,. 
Et quia, 

inyenies, formulae reductae sunt 

( K^+^0 - Kf'+fi) = 7 + «C^. rn) + i|;, 
4. { * • 

( K^'+a?'0 + K/''+/i') = 7 + -SCp, m) + Tir - if;„ 
unde condudis» addendo, 

6. i(a;'+ «'1) = ^- + äCp, m) + iir — 1(11?, — oj;), 
et subtrahendo, 

Quia insuper est 

4(x'-a?'0-i(/'+/iO = -arctaDg(iJ5^|^)). et 

K^-or',) + i(rVx') = + arc taug (tij|^)' 
e formulis (4) obtines 

x' = j + Ä(c^, m) + a|) + arc tang K;^^^^—^)' 

' hv / tang(T \ 

x'i = j + 5(1^, m) + a|^ + arc tang ViS^rf^-J^)' 

oec non has: 

Ix' = y + Ä(P, m) + TT - i|;i - arc tang (ts|?|^)> 

( x'i = y + Ä(P, m) + TT - i|;i - arc tang (ijj^lzjr)) • 

Ope harum foimularum singulas abscissas, quac ad puncta curvarum re- 
ciprocarum pertinept^ etiam noo habita ratione puncti coniugati computare potes, 
CreUe'! Journal f. d. M. Bd. XXXIIL Heft 4. 39 
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dummodo in cornputanda abscissa o?*^ adbibes valorem tang er = |/ . / .^^ w . y 

in cornputanda vero abscissa o? valoreni tang er = f r^ ^^m uy 

Ad computandum deniqae atigulum a{), compones fonnulam 

I ^ e8ina8in2£g (c— C08a)«it?Mcp ' 

tang xp — l.cos^g ' (€'4-sina)(€6'+smacosa)— (€'--stoa)(«e'—sinacosa).jficV 

et pariter angulus \|;x determinatur formula 

■\ • ■ 

lü. tangopi— ^^c^js^g. • (€'.— sina)C«e'+süiflf008a)— («'+sina)(<€'— ßmacosa).jiicV 

Simul perspicis abscissas quatuor arcubtis AB^ CD, A^JBf et Ql^ sabtensas 
aequales esse omnes, et valorem hunc commuoeni esse 

y + S (i, m) + Jff = y + 'D(Zii m), 

E praeceptis geometriae spbaericae nota est curvanun spharicarum pro- 
prietas generalis ea, ut subtangenies lineae^ quae ad puncto reciproca perti- 
nent, aequales sint^ et insuper nosciiur, differentiam abscissanmt aroAus 
reciprocis subtensarum esse complementum lineae älae subtangeniis. Quum 
vero ex aequatione differentiali catenariae ellipticae facillime inveoitur, esse li- 
neam subtangentem, quae ad punctum M pertineät, aequaiem 

arctang(j72/' 

et pariter subtangentem, quae ad punctum curvae hyperbolicae JV pertineat, esse 

arctang(p^), 
pecvenimus ad relationes: 

x' — X = Jflt — arc tang (p|) = are tang (j;), et 

x'^ — x'^iir - arc tang (^J = arc tang (^*), 

e quibus, substituendo valores quantitatum x, Xi, x\ et x' in articuKs praece- 
dentibus inventos, oriuntur relationes inter angulos (p,q)±, oj; et %p^, quas etiam 

ulterius reduces, si memineris, esse tang er = ^g^ » et e theoria integralium, 
(|uae a functionibus modularibus pendent, notam esse formulam generalem 

'-D(p, in) - S(^, m) = arctang (^ . ^). 
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. . , 25. 

Reductiones formularum, quibu^ areae coniugatae Uriearum catenarium 
et arcus reciproci exprimuntur. 

Eniamus primo semidifferentiam arcuum homologe coniugatorum A^Jdf 
et Ctf'^ quia est nexus e praeceptis geometriae sphaericae notus, banc differen- 
tiam inter et differentiam arearum, quae ad curvaruni cateoariamm ipaarum 
arcus homologe coniugatos AM et CN pertinent. Keducenda igitur est for- 
mula ex iis (artic 11.) coihposita: 

E formulis • 

^ ^ l/ g^-HP l/ g0OStt4-Vsina— 2(>sinofcosg 

In p \ e^^df r 8C0Sa— 6'suia4^3(»sinacosa' 

g^ l/*!±f! •i /tcosg>i-€^smA>i-2esingcosa 

tnc p \ ^^ r £cosa— e'siiia— 2^sinaQos^' 
patet primum, ^^%t parametnim U — p'>p\ sive p' <.\Ly quare integralium 
diflerentia reducetur ad uoicum, cuius parameter est U — 2p^ = n, et eruen- 
dae ante omnia sunt formulae^ quibus exprimantur valores functionum modu- 

larium huius argumenti n. Est primo ihc^n = tfif(2p') = i^fmftld^nü 

~ y.4H:/-a^,^ ~ fiS2^ «t ideo in'n = ^^-^. Quare habemus fdrmulas 

^ . tangysin2tt ^ ^ / 

^^^^ ""«cos«— c' sin«' snc n — ^cosa+c'sin«' 



^^ ^ — ccosa-c'sina' ^'^^ '^ ~ «cosa+ß'sin«' 

*'* ^* /' tanggsm2a 

^ ; fOrcosoc-^e^sin«) ^ e cos«— 6^ sing 

^^'^ — fC^cosa-i'sin«)' rf/ic/i — «cosa+e'sina' 

Quia in articnio praeced. invenimus cnf(L^^g—r) = aco»a^g^giiitt ~ ^"^^ 
patet, novum parametram esse « ä ± (X/ — q — r) = U-^^p*, ideoque ^%%e 

2, aut ;c;' = J(9+r) aut Ji^ — ;?'== *(^ + r). 
Valere formulam secundam, ideöqae primam esse falsam, in art. %^i\. monstrabitur. 
Quia «(<;, U—p') — S(p,p') = 8(P, n) + f?(^l^ ine' p' tn' p tn' n) 

+ X^tnc'p'tn'ptn'n)» + S(p, n) — x, ponendo 

39» 
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*ang X — Aic'pMpfdnfn^X'sm^v ' 
Quia vero tnfp inc'p ^-j^, est i?inc.p' tn' p' tn'n^XMn^ ^ ^, et 

d^^i^ taiigff8ai2a 
quum — T— =» ^-7 , invenimus . 

K^'itf'-C'AO-SC^,^) - an: fang ^1— •,cosa+6'sma*(€eosa-€'8iiia)^' 
Quia insuper {(A^M^+OIV) = <y, arcus reciproci ipsi ezprimuntur formuKs 

( 2g sing tmkggsin2a.mv9aev \ 
i ' ccosa+e'gina— (ecosa— e'8ma)«B^/' 

/2tfma iang gm2a.mvmiev \ 

arc tang ^ ^ • ^cosa+e^siiia— («cosa— €^sioa)jiic'ü/ 

Si arcus ^'M' et C7V eo exteodimus, ut fiunt A'B' et Ciy, est <r = Jw et 
p = £; quare est • 

arcus A'B" = |w + S(Ii. n). 



4- 

( arcus Oiy = |ar — S(li, /i). 

In formiilis (3) est = — ^ — • ^. Si yero arcus -^'ilf et ON^ computare 
vis, e fonnolis mode erutis, ratione ad arcnm coniugatum non habita, substituas 

o = arc tang (V (g/,r^j(rfi^^ ) »« computando A^M", at 

CT = arc tang (v (J^l^xb^t^o) '" ^o™P««»do C^iV'. 

Areae y et ^ etiam inveniuntur e formulis his, dummodo memineris esse 

( r = A'yP - arc cos (cosy(ly_e))' 

(/ = C.V - arc cos (cosy,(sin,.qT))' 
et quia cosinus in formulis his obvii unitati aequales fiunt, si areae f ^\ fx 
usque ad applicatas B et D extenduntur« areae, quae nunc sint F tX Fi» ex- 
primuntur formulis satis simplicibus 

F'=^A'B'^W + S{L.n\ 



^ ' F,= Ciy = Jtt - S(L, n). 
Eodem perveniennis, si formulas, quibus summae et differentiae abscissarum et 
arearum cxprimuntur in (arlic. 23.) probatas alio modo eoniungimus. Oriun- 
tur primo: 
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Kf-fi) + Kx-x.) = ^^ - ^j + 'D(p. ^) ^ 'D(., L'-^r), 

K/-/.) - J(x-a:.) = ^-^^j^ - j^^ + 'D{., r) - 'Di., V-q). 

Ante omnia nunc eruendum est, parametrorum diflerentiae an sint positivae 

, .. . r 1 y/ 7x fnfadnfb+dnfatntb 

nee ne. Invenitur autem ope lormulae in\a+ö) = l^uJaMbtu'^hdfJ ä * gene- 
ralis esse inXg+r) = — inf2p\ unde concludimus esse L — C^'+r) negativum. 
Quare vides esse g >- V — r et . pariler r > Z' — y , ideoque esse /-' — /?' 
= f(y+r), sivc q + r — L^ =:n. 

Quia est 'D(c^, 9) — '/)(p, L'— r) = 'D(p,n) + Q.^tn' qtndrAn'n).v—x, 

ponendo 

X'^snfqmc'rsnfn.tnv.dnv 
»angar= \-dn'qdfu^rdn'nin?i~' »DTenitnus pnmo 

4(/-/i) + Kx-x,) = (- f(i*^^^ij^ + >?tn'qtnc'Ttn'ny + 'DCp,») - Z, 
et pariter 

J(/-/i) - Ux-xO = (^^^^^ + -KHm'gtn'rtn'ny + 'Z)(p, n) - z„ 

- X'^STw'qsnfrsn'ntnv dnv 

ponendo tang;r,=- i^ÄioV«'r£/n'nji?7' 

quae vero, cum facillime tibi persuadeas, esse 

l(Udta% ■*■ '^''^^'^^^^'^^^'^ = fciu^tliö "*■ ^""inc'qMnnfp = 0, 
contrahuntuO* ad simplices: 

, ( K/-/1) + i(x-xO - 'D(P, n) - X, 
i K/-/1) - J(x-xO = 'D{,^, n)-x„ 
e quarum combinationc pbtines 

8. X — Xi « ;f, - ;f, 

9. K/-/.) = '/?(^,n)-i(y-l-;ri)- 

Fornulae, quas äd computandos angulos x tiXi applicabis, satis reductae, sunt: 

-^ 2fesina.taiig^siD2«,(6— cosa).<no.</iit? 

ang Z i*(€COsa— €'sma)(6— sin«)— /"(6C08a4-€'sina)(«+sina)«i*t> 

et 

^1 2fesinatangg'Sw2aQ54-co8a).<iiP.diit? 

ang/Ti P(£cosa— €'siiia)(64-sina)— Z''(6C0sa+e'sma)(€— sina)«i*t?' 
Si formulas 

5(/+/x) + K^-a^i) = arc fang (jij^^j), 

,,- -. ,, . / tanffatang« \ 

i(/+/i) - 5(a:-ar0 = arc tang i tang(i(;r.nr) )> 
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in (art. 17.) inventas, coniungis cum formulis modo erutls (7.)* prodeunt uovae; 
/^+'D(f>,n)-x + arc tang (^^^ ' 
/, =- 'D{y. n) + X + arc tang (^^j) ' 



12. 

et parlter 



13. 



/ =+ 'D(P. ») - ;fx + arc tang ^f^^ - 

/=-'!>(.. n)+^ + are tang (^1^), 

quarum ope singulas areas / et y] , non habita ratione ratioiie alterius coniu- 
gatiy duplici modo computare potes. Areae usque ad applicatas extensae, quae 
ad vertices proximos superiores pertinent, e formulis his inveniuntur ponendo 
5 = Itt et p =r £r, quo obtines 

F='D{L,n) et JF^ =^ -'!>(£, n), 
quae cum supra inventis formulis (6.) congruunt. 

2& 

Reductiones formularum^ quihus arcus cordugati Unearum catenariarum 
et areae reciprocae exprimuntur. 

Reducenda est formula ex iis articuli (8 et 9.) composita haec 

\{AM-CN) =- ^±^f^ + 'B{p, p) - 'D(,, U-p), 

in quo non negligenda est ratio inter parametros /? et £' — p. Quia est 

irip— yj,_^ — Ke'cosa-asina-e ^* ^^P— Vd^— V efcosa-^eäna^' 
vides esse 

p > L^ — p, sive p > }Zr'. 

Quare ponamus u = 2p — L\ quam difPerentiam positivam esse modo inveni- 
musy et adhibeamus formulam 

'D(p,p) - 'll(p, L'—p) = 'D(P, u) + {ptn'pin&pin'u)^ - M, ^ 

ponendo tang M = i^^p^^^p^,^, - . quo fit 

\(AM-Cli) = (XUn'ptni^ptn'u — ^=y^)p + 'D(p, a) - M. 
Ante omnia eruendi sunt valores functionum modulariuni novi parametri u. 

Quia vero tncfu - tn'(^'-1p) tn'2p ,^^ - - ^. ideoque 

tu/ a^-jj; i invenimus formulas: 
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/ _ __£_ / __J__ 

^^^ — 6'cosa-£sma' ^^^^ " — e^ cosa+asina' 

, V , Q 

^^^ — e'cosa-gsin«* cnc u — cicosa+^sinä* 

et ^ 

tnfu = v-, /tic'm =— r 

^"' ^ f (6' cos a— «sin«) «'cosa+csma 

Nunc vero est }?tn*ptncptn'u'= Atnru^=: y, et quia -^ — = -^ — ^ 
^ ^-j- » invenimus fomiulam 

in qua aAgalum M computabis ope formulae 

6. tang M — /»(j/coso-e8ina)-i«Ve'cosa+esinaj«i't>" 
Quia insuper est \(/4M+ CN) =ss s, oriuntur 

!^Af = 5 - y + 'DCr, u) - M, 

quarum ope et singulos arcus noa habita ratione alterius coniugati computare 

possumus. Quia in (arlic 24.) invenimus c/i'(L' — q' — r^ sg ,/._- -i- . vi- 

demus esse cn'(JJ — 9' — r') ^ c/i'm, unde concludimus esse 

M = db (L' - 9'- r') = V - ^"^ quare 

aut ^=:5(/+r'), aut /? = i' — ^(y'+rO erit. 

Quia vero m'(^+rO = i-J^^^^^ q = + '«^"' "* /> = i' - sf^^+'O 
et u=L' — ig'+r*), et quum e formulis (artic. 19.) cotnponi possunt formulae 

vel, si mavis, 

K/'-/xO + K^-^\) =- 7 + (^^^^^> + ^*'.i'-r')-5(.,70. 
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ambae integralium differentlae reducuntur ad idem integrale tS(P| u), cuius 
parameter i/ = i' — r' — 9', adhibitls formulis 
S{i\ L'-^r') — S(y, q') = S{v, u) + iptnd' 7^ tn' q' tnf u)i?-^Si, si ponitur 

tangr ^^ — dfu/r^dn'qdn'u^ii^sn'v ^^ 
•S(p, 1'— 9') — 5(p, rO = Ä(p, i/) + (Ptnc'q'infftn'u)p — Si^, posito 

^ }?X*'^9nc^q'snfr^snlu.inf>mov 

tangi^i— dnc'q'Mr'dnfu^Psn^v ' 

_ . ^, y / y i i P 6+cosa psin'öf— p^cos*« ^ 6(1— 0*0— iCc'— «*) 

Quia est A^/m:'/m'9'/A.'a = j . ^-3^^ = ^(..cosa)» "" ^^ f(l-a^)(l-^) 

— p8in*a+p*cos*a r 1 • j v j 

= —^-17 ^-Tv — , lormula pnma reducitur ad 

iJC/ -/lO + K^'-^'i) = - T + '^(♦'' «) - -ö. * 
et pariter altera ad 
i(/'-//) + 5(* -*'i) = - f + '^(•'' ") - ^1 ; 

quare, tum addendo tum subtrahendo, invenis 

6. K/ -/lO = - f + *^C^* ^) - J(ß+ßi) 

et 

7. 37— ^iCi=i2 — Sil» 

Formtilae ad computandos angiilos auxiliares aptissimae nunc vero sunt 

!^ 2gk'8ina.(^e+cosa).mvsncv 
lang (ß'— sin a) («'cosa+asina)— (a'+sina) («' cosa— csina)«i' » * 
^ 2pfe*sinft.(6— cos«).<np<iicp 
^"6 * (e'-f sina)(c'cosa+csina)— (€'— sma)(l'G0sa— €sina)«n'v' 

Si cum formulis (5) coniungimus inventas in (artic. 20.) has: 

i(/'+/iO - K^'-^'i) = arc lang (j^^)> 

^(/'+/iO + K^'-^'a) = arc taug (i^^^ 
tum addendo, tum subtrabendo, oriuntur: 

vel etiam hae 
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j^ ^ /" = - r + «(''• ") - Ä + arc tang (j^i^^)). 
/i' = + f - SC". ") + ^1 + arc tang (^5^^). 

Si arcbs ^Af et CiV extendimus usque ad vertices proximos B et D, formulae 
(4) praebent 

II. j4B = 'D{L,u)-^-y et CJ9 = ar-'D(i,w) + ^- 

Areae denique /' et /j' extensae usquae ad appllcatas, quac ad vertices B' 
et H' pertinent, si sunt JP' et Fi\ valent formulae 

12. < 

Si inventa in praecedentibus inde ab artic. (23) perlustramus, videmus 
pendere absdssas x et Xi ab integrali ^D(Q^rn) et abscissas x^ et x\ ab integrali 
•S(«?,m); arcus ji'M' et (7iK' pendere ab integrali 8(^,71) et areas /et/J ab inte- 
grali 'jD(p, /i); arcus AM et CiV ab integrali ^D(y^ w), arcus veroy etyi' ab 
integrali S{y^u). Quia autem integralia '1>(p, m), '-D(<^, n), 'jD(<?, i/) faciljime 
reducuntur ad integralia S(p, m), S(p, n), S(p, li), sive haec ad illa, opc for- 
mulae generalis 'JD(p,m) — SCp,m) = arc tang ij^f^ • i^)* patct, computum 

duodecim quantüatum x, Xj, x', x/, AM, CN, A'M', CA', f, fi, f, f/ pendere 
nonnisi a computo trium integralium. Haec de curvis coniugatis suflficiant 
Eaedem curvae etiam non homologe coniugatae spectari possunt ; tunc vertices 
^ et jB coniugati sunt cum verticibus D et C, et crescente applicata y^ de- 
crescit applicata yi. Si disquisitionem hanc novam suscipis, invenies curvarum 
proprietates geometricas pares et formulas inventis similes. Quam rem atten- 
tione dlgnam addigitasse hoc loco suffliciat« et ad reliquas curvarum formas 
considerandas iam transeamus. 

27. 

De catenaria hyperboUca ea, cuius coniugata ellipiica üa degenerat, 

ut fiat circulus. 

Invenimus in articulo (5), curvam ellipticam ita degenerare posse« ut fiat 

circulus, quo vero in casu curva catenaria hyperbolica non est circulus. Hoc 

evenit, si sumitur 2; = y, quo fit d = 0, ideoque u4 = jB = Jtt — y. Si e 

centro lineac abscissarum describis circulum minorem radio 'sphaerico = y, 

CreUe»! Joornal f. d. H. Bd. XXXDI. Heft 4. 40 
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is est cateoaria eliiptica degenerata, cuius aequatio est y = ^ir — y. Forouila 
artic. (5.) coscJ'ss^^ nunc fit co$<f = tangg, ideoque sin rf^^VCl— lang* y) 

= ^^^~^. Quia in artic. (6.) rf = y3- a, fit a = /3, (^' = 5« — 2a, aequatio 

8in(a+/?) = ^-J abit in sin2a=tangy. Fiunt «=^;^=cos<y(l— tan^y) 

^ cos 2a|/cos2y et ä = 3($in^2a.sin2}/) = — r^ = sin^'y.tang y 

1 

a = cosy = ^7(iqp^-55. 

l 



1. 



b ^ cos y = 



ni+(»') 



»'k' 



2. 



sinV— cosy)/cos2y . ^ ,.,, „ ^ e*— V^—ß*) 

c = ~- =sinytang')/-cosyV(l— tangV)= |/(i+p») ' 

8inV+cosyl/cos2y . i//i . ».n pWC^-P*) 

" = ^ö^ =sinytangy+cosyV(l— tangV)= y(l+g*) ' 

si ponitur q = tang y. 

Ne applicata C=arcsin(c) fiat negativa, tang'y > J^(l — tang*«);) sive 

tang y > ]^ \ 2 / ®**® debet. 
o' = «ny = p(^,3. 
Ä' = siny = y^i^y 
C = siny+tangyV(cos2y)=siny(l+>/(l-tang»y))=2Ü^^:ö, 

J'=siny-tangyV(cos2y)=siny(l-y(l-tangV))=^^7|^^\ 
Aequatio differentialis curvae hyperbolicae est 

o .^ !^ *^ 

o. öcv — cosyl/(cos'y(siny+e)'-Ä*) ~ (l-»')(»^-a)I/(C«-c)W-Ä))' 
Sed ante omnia eruenda est relatio inter h et e conditionalis adimplenda, quo 
linea catenaria eliiptica fiat circulus. 

Ex acquationibus (l + 9^e* «= (1— q)* et ä^(1+q*)* «= i;' per regulas 
Algebrae faciilimc invenis: 

(?'=:K«'+2-en«'+8)). ave 1 + 9» = (5(|/(«»+8)-«))' 
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Si valorem hunc substituis in a^quatione (1 + Q*)e^ = (l — q^)\ invenis 

quae, evoluta et reductay est haec: 

(1-^7 - (8 + 12^^-21e^+eOÄ^ + 16(l-e')h' = 0, 
ideoque , reiecto factore 1 — e^ tribus terminis communi , migrat in satis sim- 
plicem 

4. 16h' - (ß+20e^—e')h' + (1-^)' = 0. 

Adimpleta aequatione hac conditionali, alterutra sattem curva est circulus mi- 
nor, quia e^ non vero quantitas e ipsa aequationi inest. 

Sit iterum area curvae - f, ideoque ^f^z.fix = (i,^«j(^^^)V(^c)(^ :^> 
et erit 

AÖx A9x 

'^■^^"a-*)(»+a)V((^8-^)(^-3^)) ''^ 8^ - ö/= (l+2)(2+a)l/((2-c)(rf.,))' 
quas formalas ut integremus, ponamus 

's— c . c-^dfi 



'-K— ,. et 



Vice versa z = 



d^z* ^^ ^'^'^ '^''*^'" -^ 1-H<« ' 



9« 2(rf-c).9< ., 



2Ä((f-c) 9^ 2Ä(^-c) 9< 



1+a ' l-c-f-(l-£/)^* ^ 1+a • a-hc+ia+äy ' 

/ 2h(d^cxut').m 

löx - 0/ « [(i^.e)+(l+rf)^][a+c+(a+d)/«] 

_ 2A(<^ c) 9/ 2h{d^c) ht^ 

"" 1-a ' (a+c)+(a+rf)/* 1-a ' l4.c+(l+(/)<« ' 

Si igitur sumuntur tres anguli sive arcus circiilorum maxiraorum tales, ut sit 

<^P-iYä; «."gß-'l/^; «ngü-,.l/2±?. 

integrando inveniuntur formulae 

2h(d-c).R 2AC</-c).P 

^ "^/ ■=• (l+a)l/((a+c)(a+rf)) "*■ (l+a)J/((l-c)(l-</))' 

Quia ob aequationem a^b valet formula ^((1— a)(l — A) (1+c) (1+d)) 
=.(l-fl)|/((l+c)(l+d))«/», et ^-c = 2cosyV(l-tang'y)'=2V'cos2'y. 

(fl+c) (a+</) « (— - Vcos 2y) (— - + }/cos 2y) - tang»y(2 + cos 2y), est 

40» 
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X +/= 4(l~cosy) Väl^y -Ä + 4Vcos2y.P, 

X -/= 4(H-coso.) VarS?-^ - 4Vcos2y. Q, 
unde addendo et subtrahendo concludimus 

- = 4y(2^,)-Ä + 2Vcos2y.(P-ÖX 

/ = 2>/cos2y.(P+0 - 4cos y. V^^^y^ 
Si ponitur / =' tang 9, est 

2; = c cos cos^g) + d sin^g), sive 

. . (>»-cos2<)p.l/(l— ö») 
• 5. siny = ^=- p^j:p^i3 . 

Hinc sequitur tang R ^ fang 9. P^öZö' >^^°Q*i^ 
2sinycos«)i)]/((a+<0 (a-H>)) . 

„ sin y V(2-4-cos2y) . sin2y 

tangiÄ— co829-cosy)/cos2y * 

Quia autem e formula generali 

V((l-sinC)(H-sinl>)) = cos \{P+C) + sin |(Z>-C), et 
V((l+sinC)(l-sinl>)) = cos \{P-¥C) — sin \{D—C) 

sequitur 

K(l-c)(l-<0=cosy+sin<f =cosy+V(l -taog»y)= ^25!2^^2!^, et 

>^((l+c)(l-«^)==-cosy-sin<r'=cosy-V(l-tang»y)=^5!V=-]^ 
facillime componimus 

r^ T^v ycos2y sin2<p ^ ^ rji . i^\ cos^^.sinÄ» 

tang(Q«/>)= -^ . ..eos^y^rf^sin^y et tang(P+Q)= ^^^,^;^^^|^ , «ve 

1/(1- tang* y ) sin2y 

tangCß— i') — gj„y - . i-co82y V(l-tang>y) ' 

lang(Q+P) = cot y . y(i«taiig>y)-cos2y- 

Si valores hos substitAis, habcs formulas 

/. fti/ cos2y ^ /sin;'l/(2-f-cos2y)8in2cp\ 

ß- ^ = 2 1/2T^/ • '''*'"S ( cos2y^cosy.>/co ^) 

- 2l/(cos2y).arc tang ( ~^ . i,cos2ym-taPg'y)/ ' 
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m ^ ^./ f cotysin2g) \ 

7. /^ 2Vcos y arc tang ^ ya^tangVj-cosV 

^ i/ cosy^ / sin;^l/(2+co82y ).sin2y\ 

~ 2^^* y K 2:i:^5^j; -arc tang V cos2y-cos>'Vcos2r/* 

Si arcus curvae CiV=5 ponitur, est8^= ^^^^)^(^^^^^^^^^^^ - (t^a)i\^e) 
integrando, invenis formulam 

8. ^ = 4}/cos2y.y — 4siny]/2:^j|^.Ä 

in qua anguli 9 et il sunt iidem ac in forroulis praecedentibus. Si ponimus 
z=i d, fit g) = P = Q = jR = Itt, quare est 

Abscissa arcui CD subtensa = ^•Y 2'^cos2v ' 

Arcus CD ipse =2arO/cos2y — sin yy 2^cosi'^ 

et area ad arcum CD pertinens = 2tc(^co% 2)/ — ^^y r 2^co82y ^* 
Curvae reciprodtatis lege coniunctae cum curva CD aequatio differentialis tsst 

""^ -(l-«'»)(«'+a0»^((«'-O(c'-«'))- 
Integrationibus etiam nunc inveniuntur formulae, quarum ope absdssas, areas 
et arcus computare potes, et quidem formulae ita constructae, ut functiones 
in ipsis contentae transceudentes sint arcus cydici; quare in bis rebus diutius 
commorari superfluum esse videtur. 

28. 
De caienaria hyperbolica ea, cuius coniugata eüiptica est imafftuiTia. 

Vidimus in casu III. (articuli 5.) curvam ellipticam esse imaginariam, 
at curvam hyperbolicam ^%%^ realem, neque ^%%^ circulum, si v sumatur talis, 
ut Sit contentus inter fines y et ^tt — y. 

Sit iterum 

^ = ^^ ^* 2Ä = sin2y.tang"i;. 
Si insuper ponitur sin y =» z et Z— cös*jr(sin j+^)' — Ä*, curvae hyperboli- 
cae aequatio dißerentialis erit 
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1. Ö^ — (i_,«).i/z» 
Quia nunc 

A = lic — y — 6, C —y^6\ 

B = j7f — y + d, ®* J9 = y + rf', 

m quibus cos d = — et cos cT = ^^, ponamus itenun ^^ = ^j, quo tit 

cos &= q cos y et cos rf' = 9 sin y ; 
vel, si äi ponitur loco S, est 

^ = ^ir — y — rf«, C =^y — rf', 

S = Itt — y + rf/, D = y + d'; 

in quibus quantitates 6 et 6* deterroinantur formulis bis: 

% So* d as Q cos y et cos d' «*» q sin y. 
Sit insuper 

3. @itt d = c = }/(9»cosV— 1) et ß' =» sin d' = |/(1 — Q^sin'y). 
Quia nunc 
ö=sia:/i«cosySo*d— /siny(Sittd, c «sinycosd' — cos y sind'« sin C, 

Ä = sinJB«cosySo6d+/siny©md, ri 15= sin y cos d'H- cos y sin d'= sin J9, 

a's=coSu4«siny(SoÄdH-/cosy@tnd, c'aBCosycosd'+sinysind'=cosC, 

6'«»co8JB-»rinySo*d— /cosy@tnd, €iE^»cosycosd'— ^nysind^»cos^, 

oriuntur formulae satis simplices:. 

a^qco^y — r'esiny, fl'=»9sinycosy+/£cosy, 

ÄasQCOs^y+icsiny, A'esQsinycosy — i«cosy, 

' r«Qsih*y — «'cosy, c'«=9sinycosy+€'siny, 

rfÄQsin'y H-€'cosy, rf'«=»9sinycosy — c'siny; 

5. ^ = 9 cos 2y, 2h = (q*— 1) sin 2y ; 
Z^{L—c)id—z)(f'^{a+b)z+ab). 
Adhibeamus formulas in (§. 233.) theoriae functionum modularium demonstra- 
tas. Sit 

n* «c* + (a+Ä)cH-öÄs=(c+a)(c+Ä) et 



sive 



n* =s ((> — €'cOS/)^-H«^sin^;/ =s ()* + COs2y — 2(>£'C0S(P,, 

n*^ = ((>+€'cosy/+«*sinV « (>'+cos2;' + 2e€'cos;', 
6. n^n"^ ^ (?'-l)^ + (?^-l)sin^2y « (^'-1)X1-*'S^1 sin^2y). 



Quia 
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ab = p*co$*y — sin^y, cd = Q^sin^y — cos^y, 

a+b = 2q cos^y, c+d = 2q sin'y, 

^ ]l+ab = (l+(ß^) cos^, 1 + cd = (1 + e^) sin V, 
inveniuntur 

V((l + a)(l+Ä)) = (e + l)cosy, }/((l+0(l+^) = ((>+l)sinr, 

l/((l-ö)(l-Ä))=(e-l)cosy, K(l-^)a-c/)) = (p-l)sinr: 

Est insuper 

8. m = KaÄ-Ko+W = K-Ko-Ä)») = e sin y 
et 

crf+5(c+cO(a+Ä) + aÄ=e'cos'y— sin''y+2(>$in'y.pcos"y+e'sin*y— co»'y, 
sive 

9. crf + 'i{c+d)(a+l/) + ab^e^-l + l^ sin»2y. 

Quare, ponendo cd + l(c+d)(a+b) + ab =: nnf./u, fit 

KCl— /"^ = sin 2(9 = -i-j , 

(p«-l)Va-|^siil»2y) 

„^ {6'sm2/ 

Si adhibito modulo 

11. X = 1/(5(1—/")) = s"> ^ et coniugato X' = V(Kl+^)) " <=o* ^' ponimus 

12. tang JamP = J/,^^^::^j, 

et vice versa 

n<f(l— c«t))+n'r(l+cnt)) ftd+n'e+(ji'c—nd)env 
n(l— cfie)+n'(l+cnt)) ]i'+n+(»'--n)eno * 

erit ^ = Vömö' ^*>'"'""'ä* ^ =■ V'(J(1 — /")) et ^' " KKl +/**)) etiam sie exhi- 
beri possunt: 

X, „ •|/ 2|/((c-Hi )(c+i) (rf+a)(«;^^5))-2a6--2c« f--(c-HO(a+ &) 



4k'[(o-Hi) (c+Ä) (rf+a) (<M)] 
«. l/ 2K((c-H»)(<sHi)(d+g)(rf.<^))4-2a5+2crf+(c+«0(a+&) 
r m(ß+a)i<H-bnd+aXd+by\ 

et quia 2aÄ + 2crf + (c+cO(o+Ä) — (d+o)(c+Ä) + (c+ä)(d+b), invenis 
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^ _ V((</+o)(c+A))-V((o+a)(d4«)) 

V(e«-l+ie*sin*2y+fee*sin2y ) -l/((e'-l4.|e«gin*2y-fet*gin2y) 
,« / " 2]/(n»') 

^'*' ^ •> / _ }/ad+a)(c+b))+V(ic+ä)id^l,) 

'^ — 2pW) 

~ 2V'(im') 

unde perspids, modulus "k et X,' et allls modis computari posse. 

Sit iteramy"area curvae ad arcum CN pertinens, sive y = (|^^)i/g 
Aid« .j 

8;r + 9/=y^).l— et 8«? ~ 8/= y^irf) • T^- 

Quia 

- n(l+d)+n'(l.t.c)4.(»'a+c)-n(l.H0)ciit ) 

*"*"^— n'+n+(n'-»)«it) 

__ n (\—d)+n'{\—e)Mn'(X—c)—n{\—d))env 
^ ^ n+n'+C«'— n)«ie ' 

oriuntar formulae integrandae: 

8a: + S/_ y(^.j . „(i_d)+„'(i_c) ^.(„'(l_c) -n(l-d;)cni> ' - ' 

A »/•_ * n-f-n'+(n'-n)cwt) 

9a? — 0/ — ^(^^ . «(l+rf)+B'(l+c)-f.(n'(l+c)-n(l+«ö)c«t»' *^* 
. . . ^ A+Bcnv B AD^BC l . , . 

Quia fractio formae c+D«i» ^ "D "*" — CD~ ' — D — ' ^O"*"^'* pnma re- 

dacitur ad ^ 

Hnf^tQ v 2hCd-e).V(tnif) (* ht 

* "*"/— (n'(l-c)-«(l-rf)K»«»') ■*■ «''(l-c)»-n«(l-rf)» •Jol+*«»«' 

n'(l-c)-n(l-rf ) 
" «^ = n'(l-c)+n(l-^) pon't"«-. «* altera ad 
hjfl^t Ox» 2A(rf-c)V(imO / * 8t) 

* "•/ — C»'(l+c)-n(l+rf)V'(B»'J n'»(l+c)»-n'(l+rf)» y, l+g'cm»' 

. , n'a+<!)-n(l -d) 
« ^ = „'(l+c)+»Ci:;:rf ponimus. 

29. 

His praeparatis integrationes absolvimus. G>mparenius integrale 

C\ cum formula (2.) io ($. 212.) tbeoriae functionum modalarium de- 

monstrata: 
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Quem in finem ponamus cnc'p «> g, sive 

, __ w ^(l-.c)-n(l-«/) . 
'^'''^^ — n'(l-c)+n(l-rf)" 

Hac ex formula dedacimus facillime fXäi?« ™ i^i t. sive 

1.1/ i/ n(l-rf) 
Porro est 

"^P «'(l-c)+«Cl-rf) 5 ^^"<P n'(l-cj+n(l- ^ »^((1-^) (l-'O)' 

ideoque d>.> - Vd-X^snc^-p) - ^gg|^i±f >. 

, 2V(im).K((l-c)(l-rf)) 

E formuhs bis componis tndp.dnc'p™ "(i \«_ «/i-Jv > 

sive 

ine p.dncfp = ,^(i_^j«_„«(t_^ . quare est 

^ Adi*— n)<> V / l(mcv \ 

^ "*■•/ = (H'(l_c)-n(l--rf))V(»«') + sn'ptnCp " *"•« taiig ^ji-j^^ - S(p, p). 



Quia est ^P^^l^^> i'J'<^o obtines 



/ <t'(l~C)~BCl-rf) .j 

1 rf-c Jt'a-cj+Ba-rf) V((i-Hixi-f^) ) 

mc'panc'p "" 2l/(iiii') " ii'(l_c)-.n(l-rf) * V((l-c)Cl-d)) 

h(d-c) n'(l-^)+n(l-€l) 

"~ 2(l-c)(l-«/) K(»mO • n'(l--c)-ii(l-rf) * 

quo valore substitulo formulam contrahes ad satis simplicem hanc: 
. r h(l-\Cc+d) )v / Xcnet) \ .,, . 

^ +/= (l-cKl-<O.V(^ ~ '"'' *'"'« VIWi) - *(*'' ^)' 
in qua valores 1 — (jsin'y pro 1 — \(c+d) et (9— l)'.sin''y pro (l — c)(l—d) 
substitnendi sunt. 

Si forroulam differentialem, qua ^x — d/* exprimitur, comparas cum ea, 
quae summam öa^+ö/" perhibet, videbis, permutanda esse —a, — b, — c, — d 
cum a, b, c, d; quo si parameter p abit in q, valent formulae 
CraUtf* Journal f. d. M. Bd. XXXID. Heft i. 41 
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t / |/n(l+<0 

tangiamc'9= V iJöTZy 



/ n'(l+c)-n(l+«/) 

C/2C y — „/(l+c)+B(I+rf)' 

' , 2t/(«n0.mi+o)(i4^)) 

, (rf-c)V((l-Hi)(l+ft)) 

, 2V(nn0.n(l-»-c)(l-H0) 

tncq — „/(i^<,)-i«(l-f<f) ' 

/ «'(l+c)-n(l-+^) 

^« y - (d_c)j/((l-a)(l-6))' 
et 

Si vis abscissani o: et aream / eo extendere, ut pertineant ad arcum CD iii- 
ter vertices proximos contentum, est z=i J, ideoque p = 2£r, quare nunc est 
cnci^ = 0» et 

X + i^ = ä^^5ir,-«(2i./'). 

■^ ~ ^ — (l^^)Cl-HOJ/(nnO + *"^^' y^- 

30. 

Derivatu facillor est formula, quae longitudinem arcus hyperbolids 

^ «r . . ^ . ov (»-f-c)9x (Ä-Hc)9t> 

CiV = 5 expnmit. i^mei est 05 = — w« — = w^^v , est 

1_ |^ w</-Mi^c4-(n^c— fMf)cm? -. 

II 1 . r 1 -A+Bcfitt 7? JD—BC 1 

quae, adbibita lormula c^^Danu ^^ IT CD — ' — D — ' niutatur in 



et) 



i-f- -T eilt? 

n'+n 
quare integratio contingit adhibita eadem formula generali, qua in articulo 
praeced. usi sumus. Eligamus parametri Signum r et ponamus nunc 
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cnc'r =:-f— , quo fiunt 

tang \amc'r =5s |/^ , 
2V(«nO 



^/icV = 



1?=V' 






5, VHd+a) (.e+by)+n(c+ä)i d+by) 
Xsncr^ IT^ ' 

snr ^-^, 

unde compones tnd'rdnö'r=^ ^,_^, et _,-— j- - ^-y^^jTj • j^Z"« ' 

quare est 

sive, magis reducta, 

Si arcus s extenditur a puncto sive vertice C usque ud vertic9in prozunum D, 
arcus exprimitur formula 

Formulae ab inventis parum diversae inveniuntur, quibus tum abtcissa x\ 
tum areay curvae rcdprocae et arcus reciprocus CN' ipse exprimuntur; sed 
has res difficultatibus obnoxias nullis mittamus nunc omnes, cum rdationes 
iDter curvas reciprocas intercedentes sint notlssimae. 

"Monasterii Guestph. d. 8. Martii 1845. 
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15. 

Note sur quelques mitrales d^finies, 

(Par Mr. le Dr. 0. SchUhnikh, professeur h roniversitö de Jena.) 



Jl armi las differentes melhodes de calculer las integrales 

il n'y a ancune dont lapplication aux integrales analogues 

n ait pas de difficoltes. Cest pourquoi le developpemeqt suivanl de ces quatre 
integrales aura peut-^tre quelque interet. 

I. 

Pour trouver les valeurs des deux integrales ^noncees (1.), nous con- 
sidererons la somme 

qui peut aussi ^tre presentee soas la forme 

^o» g8inxg ^^ . ^> cos arg ^^ 

4. 2cos axf^ -gi;:^ he --2a sin ary^ ^s::^ 9^, 

comme on le 'trouvera aisement, en decoroposant sin x{d — d) et sin x{0'^d). 
Mettant pour abr^er: 

on aura, en fesant varier la constante x: 

by p^ OsixixdM 
®- ~Bx^Jo 6*-a» ' 
et en vertu de l'identite des expressions (3) et (4): 

7. — 2cos CUV .^ — 2a sin ax,y 

^ r^smxCd^^^ ^ r^ sinxce+ä )^^ 
t/o O'—a J O-Hi 
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Les integrales ä droite peuvent ^tre transform^es comme suit, a Taide 
des substitutions — a ^ ti^ ö + a=5«: 

/ -^ ^n -^ f — — 9(w = / — ~ »1? -I- / -— ^ 9»? -I- / -7—9^, 

et en remplagant n par ^, ce qui est permis dans une integrale definie, 
on aura 

2 / 9« + 2 / dt] -h 2 f »«• 

JO W Ja (0 Jq ü) 

Si a: n'est ni zero nl negatif, la yaleur de Fintegrale ä droite est 2.^; 
on aura donc en vertu de Fequation (7): 

9y • 1 

— cos flw? . qJ — a sin cuv.y = ^tt; 

donc le probl^me en question se reduit a Tintegration assez fagile d'une 
equation difTcrentielle. En effet, si nous supposons y = cos ax.z, (z ^tant une 
nouvelle fonction de or), Fequation differentielle se changera en 

a 9« , 
— cos'fla?.Q^ = i7r, 

d'ou Ion tire 

z = - h'^j^sp^ + C = - 2i tang aa;'hQ 
et par consequent 

y = — 2iSin acc + L cos örr, 

cest-a-dire, en vertu de la valeur de y: 

y^»cosa;ö9ö tc . ^ * 

o»-fl» = — 2^ sin /w? + C cos aar. 

Pour trouver la constante C de Tintegrale, nous faisons ;r = 0, ce, 
qui donne 

Mais comme 

;==«*- i^(öTs) +Con«t., 
on obtient 



doDC 



nous aurons 



«. // ^Sf^ö^ « 1^ «n «^; ^ > ^ > ®- 



et en vanant x: 
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w^ Osinxd ^ , ^ 

9- A, q»^ga 9Ö = — JTT COS oa?; CX) > or > ; 

comme il est de ja connu. 

IL 

Maintenant nous allons dev^opper les valeurs des integrales (2). 
Nous etions parti de la somme de deux integrales (3) : ici nous commencerons 
par la difßrence 

qui aussi peut ^tre presentee sous la forme: 

„ . /■» ÖcoßxöSÖ _ ^« sinxdöd 

11. -Isaxaxj^ -g5r^ + 2acosiM?y; igi^zr^ • 

En supposant pour abreger 

12. r=/; -&^^' 

nous aurons 

9ar 7o 6'-a» ' 
et en vertu des expressions identiques (10) et (11): 

- 2sin aa;.^ + 2a cos ax.y «/^ ö-a ^^ -^^ — ^— Öö. 
Quant aux integrales ä droite, on peut les transformer en mettant d-^a^tj, 
0+a^(o\ elles deviennent alors 

et ä laide de o» = ßö: 

Cette integrale ne peut pas etre exprim^e par les fonctions ordinaires; 
eile presente une nouvdle transcendante» que nous designerons par Sij de 
Sorte que Ton a 

14. fl'^m^snyi) 

1 (W 1 <tf^ 1 <tf* 1 CJ'^ 

"IT"" 3 1.2.3 ■*" 5*1.2.3.4.5 "" 7 ' 1.2....7 + " •• 
L'int^grale dont il est question sera donc expriraee par «Si(tfa^9 et en T«rtu 
de r^quation (13) on a 

— sin öo:. g^ + a cos ax.y « Si{px). 
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Pour integrer cette ^quation difTcfrentieUe» nous faisons y^ sin ax.z, 
ce qui donne 

— sin' aar . gj « Si(ax), 
et par conscquent, 

. m^)«:r+C. 

En eroployant la formule connue 

fXYdx - XfVBa: -J^X/Y^x, 

supposant X ^ Si(ax), Y ^ ^^^, et observant quen vertu de 1« definitioo 
de Si{ax) on a 

on trouvera sans peine 

=* - \ öi{ax) cot arr — J -^ 8a?| -H C 
et 

y = - } cos flro; *3/(öii7) — sm axj — — ox\ + C sin oo:; 
et cn ecrivant - au lieu de C, et reslituant la valeur de y: 

15. / ■ g^—fl« "" =* ^ I CO« öTo; &(flur) — sm ao: [C + / — j— 8a:J{. 

La differentiation relativement ä o?, donne encore la formule suivante: 

,^ /o-öcosxööö . . o'x N Pin rcosoj:^ _, 
16. / (p^i — "■ — jsin oo: Si{aa:) + cos öa:[C + J 8a?]}. 

Pour resoudre cotnpletement notre probleme, il est encore necessaire 
de calculer la valeur de la constante C, introduite par rintegration de Tequa- 
tion differentielle. Ce nW pas aussi facile que dans Ic paragraphc precedent, 
parcequ on ne parvient pas au bül en fesant o; = dans les cquations trou- 
vees. Il faut donc chercher un autre moyen. 

Sans dgute de deux choses üne arrivera: ou la constante C dependra 
de la quantite: a ou eile sera un nombre absolu« Cberchons donc dabord 
comment la constante en question depend de a* 

L'equation (15) peut aussi ^tre pr^sentee sous la forme 
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rr- . f 1 C^"^)* . 1 Cäf)* -1 

- sin flW'[C+/a? — |-j^ + Jj-27374 -•••]. 

et en posant, pour abreger, 

^—jyflh "-2X2 ■*"iiX3ir"-- ~'^^^' 

sous la forme 

/*• asinxd^d 
18. y gä_^« = cos flo; Si{aoo) — sin öa?[/(a) + /o; + i|)(Är)]. 

Cela donne pour ^ = 1 : 

w/o "0*=^' = ^^^ ^ •^^ W — sin a [f(a) + a|;(a)] . 
Mettant malntenant xO ^\ ax hi la place de et £7, on aura 

y g»__^a - = cos oo: &(flW7) — sm ax{f{ax) + ip(Är)], 

et comme cela doit co'incider avec Tequation (IS), il faut que Ton ait 

/(aa:)=/(a) + Äi?, 

& 
ou, en mettant a? « — , 

De la on tire iromediateroent 

/(a) - C « /fl + C, 
oü C designe une nouvelle constante, qui ne peut ctre qu un nombre absolu. 
Donc en vertu de No. (17.) nous avons Tequation sulvante: 

1^- Jo 6*-a^ " ^^^ ^^i 1 1 . 3 1-2-3 ■*" 5 1.2.3.4.5 " '•l 

— sm ax\G '\'l{ax) — ^ ^ + "4 HO.l ~ ••••!• 
Gherchons maintenant la constante numerique C\ Apres avoir reduit 
a l'unite la quantite a, multiplions toute Tequation par er^Bx; alors Tintegra- 
tion par rapport ä x donne: 

2*. /v.8.y;-ü^ 

'"/, '1 1 " 3 1.2.3 ■*■ 5 1.2.3.4.5" ••••»'^**=**'*®* 

r»,!^«^ 1 X* 1 g» 

"*'-'« «2 1.2" 4 1.2.3.4"*" 6 1.2....6 "" •"l*^"* *"> *®* 

— C'J^ er' sin j;^ — f Ixe"" sin aröj? 
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Toutes les integrations indiqucfes ici, s'effectueront aisement en ayant recours 
aux fprmules 

iXii*)sin(^arctang|) 

/ a:/*-^ 6'^ sin ßx^x = , .; ^.^ , 

^0 ^ («Vi»')*'* 

JV)cos(/u arc taQg ^) 
Quant a Fintegrale double (20), eile peut ^tre transformee en 

si l'on renverse Tordre des integrations. Mettant encore ^ = ai^ eile devient 

comme on le trouve a I'aide de la formule 

Suivant les remarques que nous venons de faire, requation (20) se 
change en celle ci: 

, cos2^ 1 cos4.^ ^1 cos6.^ 

il. — Y ^j^2j« 3 (1/2)*" "*" 5 (|/2)' — •"• 

j sin 3.^ I sin5.^;g j sin7.| ;g 

+ 2 ()/2)«* ^ ((/2)» "*" « O/S)'"" ~ •••• 

— iC' — yi* /^«-* sin x^x. 
La derniere integrale peut etre trouvcfe par le procede suivant. En prenant 
la derivee de requation 

par rapport a fi, on trouve sans difiiculte: 

f^xf'^^lxe'-^ sin x^x = ^yj jiTt cos /x.Jtt — J/2 sin /x.jir + -je— sin ^a.sir}, 

on Ion peut remplacer Y(u) ^ Bu ' ' ^ W P^*" ""öu"' 1^3"'®urs on a, sui' 
vant une formule connue (Voyez Ugendre, Traitd des fonctions elliptiques, 
tome II, page 462, No. (33)): 

T— '^V.'^V C- 0^77 215«.... 

et par consequent 
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V /i* xf^^ Ix e-* sin x d» 

= fy2yi \\Tt cos/jL.zTt — \P s\n/jL.\Tt + [— C +J ^_^ ' Sx] Sin /i.iTr}, 
ce qui donne pour ^ = 1, 

/o*ixir-« sin x8x = Kl^ - 1/2 — C). 
On a donc en vertu de requation (21): 



22. lO- 



2. S25?:?- i cos4.^ I cos6^ 

1 ()/2)» 3 (J/2)* "*" 5" Q^ 



1^ sinS.^Tt _ _i_ sin5.j ;g j^ sin 7.^ 
■*" 2 (1/2;* 4 (]/2)* 6 (1^2)^ — .... 
+KC+i/2-.i7r). 

La sommation des deux series de cette equation est fadle. En effet 
ces series ne sont que 

\r^ cos 2cü + Jr* cos 4^ + Jr* cos 6(w + . . . . 

Jr^ sin So' + \r^ sin 5w + Jr^ sin 7w + . , , . 

pour r aa W2 et w « stt, et dans ce cas elles peuvent etre sommees par \e 
procede suivant Pour l^r^— i on a 

y{ ll2rZl7!^r) ^ '^^ ^^^ ^ + Jr^ cos 3a) + Jr» cos 5« + .-.. 

2rsinfti , . . i * • « . i » • i- 

Jarctang 'jzi»' "* ^'' ^^^ ^ + jr sm 3w + fr* sin 5« + •... 

En multipliant la premiere de ces expressions pas r cos (^ et la seconde par 
r sin ü), et en soustrayant le second prodnit du premier, on obtient 

i (1 y/l+2r cos (o+r\ . 2rsiBi0| 

Jr J5COS «/(iZ2rcosa)+rV "" "'""^ ^^ *^6 T^*"^ 
= I r* cos 2w + 5 r'' cos 4w + Jr* cos ea) + . . . . 
De la on tire pour r ^ ^]/ — 1 et (w « Itt: 

11/ nwl+2>/C-l) , 2l/-Ij 

^ 1 cos2.|;g 1 cos4J;r J^ cos6.^;c 

En y appliquant les formules 

^/^;- = V-la-tang| et 

arc taug -^^ - äjCT ^ (^9' 
il suit que l'expression 
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^2». farctang2~{/5 
donne la somme de la sdrie en question, cest a dire de la premii^.en (SB). 
De plus on a 

— J/(l— 2/^cos2w+rO = Jr* cos 2ft> + Jr* cos 4w + 5/* cos ft» + ... . 

iarctang j3;^^^^ = |r^ sin2w + lr*sin 4w+}r^sin6w -H.... 

En reunissant les.deux eqnations, apres avoir mokiplie la premidre per 
par r sin oi et la seconde par r cos oi, on obdent 

lr\ — Jsin W(l— 2r'cos2«+r^ + cos« arctang j^ 4 ^ { 

= Jr* sio 3» + |r*sin 5» + ir^ sin 7» + .... 

et pour r =■ -r^ et « « J^: 

24. J/(i) + iarctang| 

1 sin3.|;r ^ sinS.^^ , sin7. ^ 

■"5 "(72)» ^ 0/2/" ■*" ^ 0/2)^ —....; 

ce qui est la somme de la seconde scrie dans (22)* 

En vertu de ce que nous venons de trouver dans (23) et (24), F^qua- 
tioo (22) .se change en 

iC - iarctang2 - J/5 + ^(5) + Jarctang | + |(C+|/2-lic). 

Eo ayant egard a la formule arctang y + arc tang — = ^, on tire de M 

C'= C- 0.577 215 6.... 
En introduisant roaintenant une nouvelle fonction transcendanfe ana- 
logue k 

1 w 1 w' 1 lü* 

25. Si(to) - y y — y YX3 "** T 1.2.3.4.B ~ •••» 
savoir 

2a aC«) « 0,577 215 6 .... + |/(«0 

2 1.2 ■*" T 1.2.3.4 T 1.2....6 +••••> 
r^qudtion (19) pourra ^tre presentee sous la forme ele'gante: 

27. y a*^f«~ ®^ "^ Ci{ax) sin aa? — Si{ax) cos öar, oo > x > 0, 

et en prenant la derivee par rapport k x, nous aurons 

/OB ßcosxO 
rrZffT^O SB Ci(jax) cos öx + Si(ax) sin ax, oo > x > 0. 

Quant aux deux fonctions Ci(f^) et iSi(^)> il y a ä reroarquer qu'il 
existe une relation tres simple entre nos transcendantes et une nouvelle fonc- 

42* 
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lioii qui nc differc rjuc trds peu do logarithme integral de Mr. Soldner. Eii 
eilet Oll fait qae la formule 

/f(0 - 0^77 215 6 .... + |/(«*) 



I « - 1 w* . 1 to* .1 



1 1 ^ 2 1.2 ^ 3 1.2.3^ 4 1.2.3.4"^- •• 

a Heu par toutes les valeurs de « entre les liroites ain+QD, oisb^qd. Ed intro- 
duisant maintenaot une nouvelle fonction Ei{(Ui\ savoir 

Eiiw) - 0^77 215 6 . . . . + y («0 



1 W . 1 to' . I to* .1 Ol* 



1 1 



2 O"*" 3 1.2.3 "*" 4 1.2.3.4 



cette nouvelle trauscendaiite ne difförera de //(^*) quen raison des yaleurs 
imaginaires de «; car si par exemple w est remplac^ par «}/ — 1, i/C*»0 ■"^^^ 
encore r^el, ce qui na pas Heu relativeroent a \lc?. En adoptant la Substi- 
tution de*C(>)/ — 1 au lieq de ft>, nous aurons a legard de definitions des CHyi) 
et Si((a): 

Ei(wV-l) = C/(«) + |/_1 &•(«), 
c est h dire une relation tout analogue h celle, qui a lieu entre FexponentieHe 
d'exposant imaginaire et le cosinus et sinus. 

Pour faciliter 1 usage des formules (27) et (28), nous ajoutons ici une 
petite table des valeurs de Ei{(o), Ci(^^) et &'(») calcuWe par Mr. Bret- 
schneidert professeur de Gotha, pour 6) » 1, 2, 3 •••• 10. 



<0 


Jä(«) 


a(«) 


Ä(w) 


T 


+ 1,89511 78164 


+ 0,33740 39229 


+ 0,94608 30704 


2 


+ 4,95423 43560 


+ 0,42298 08288 


+ 1,60541 29768 


3 


+ 9^3383 25706 


+ 0,11962 97860 


+ 134866 25280 


4 


+ 19,63087 44701 


- 0,14098 16979 


+ 1,75820 31389 


5 


+ 40,18527 53558 


-0119002 97497 


+ 1,54993 12449 


6 


+ 85,98976 21424 


- 0,06805 72439 


+ 1,42468 75513 


7» 


+ 191.50474 33335 


+ 0.07669 52785 


+ 1.45459 66142 


8 


+ 440.379S9 9534S 


+ 0,12243 3SS25 


+ 1.57418 68217 


9 


+ 1037.878!» »;i; 1 + W>W34 75313 


+ 1,66504 00758 


10 


+ 249iL2IS»7 (»419 


- 0.04545 64330 


+ 1,65834 75942 
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16. 

SuT rint^rale d^finie j[ ^r^^e-^. 

(Par Hr. le Dr. 0. SchUhnächj professenr k YwoiyeanäM de Jena.) 



Ju 'integrale enoncee ci-clessus est unc de Celles dont les valears peu- 
vent ^tre caiculees k Faide des fonctions transcendantes Ci((i^ et Si((ia) dont 
nous avons parld dans la th^orie des integrales definies et dont les definitions 
sont donnees par les equations 

1 Ol" 1 W* 1 (W* 

" 2" O **" 7 1.2.3.4 ■" T 1.2.8.4.5.6 "*"•••• 

A. 6/(01) = Y p - 3^ j-5-3 + T 1.2.3.4.5 - ••• 

Pour effectuer la reduction mentlonnee, on peut opeVer comme suit. 
Soit d'abord 

En differentiant cette expression deux foia par rapport k a, on obtient 
et par consequent 

*■ S+^ =/:"'-•*»* =f- 

Pour integrer cetle cquation diffe'rentielle, nous faisons 

6. y = Zi cos ^ + Z2 sin x, 
en dcsignant par Zi et Zs deux fonctions indeterminees de a;; alors ön a 

^ = — ZiSin cc + Z2COS a: + -^ cos oi + -^ sm a:. 
En y supposant 

6. g^ cos X + Q^ sm o; = 0, 
on obtient 

9'f , , ". \ 8sKi . ^ 82, 

Q^ = — (z^cosx-^^^ssin x) — gj sin X + g;; cos x. 
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et par consequent 

9*y . a«i . _ 9»s 

8^-*-r = - öi 5^"^^ "♦- 9^^^^^' 

ou en vertu de requation (4): 

- 8*1 . 8«« 1 

7. Ä— sin X — 'S- cos X •= — ~* 

OX OS ^ 

Les quantites g^ ®* ai etant eliroioees des eqoatioDs (6) et (7), on obtient 

d%i _ Üüx ^ C06y 

8;p • """ X Ar * 

et par consequent 

oü y^ et J} designent les deux constaotes de rint^gration. 
Maintenant on a en verla des equations (5) et (8) 

— i^— 1 T'^TiTO" T 1.2.3.4.5+ •••/^^^^ 

+ (5 + |/(x^ — T 1:2 "*" T OXi ~ •— ) ^^"^ ^• 
Pour trouver les deux coostantes A et B, nous faisons dabord x = 0, ce 
qui donne 

yo e^+i — ^ — 3*- 

Ayant trouve' A, nous multiplierons toute Tcquation par e^^bx, et nous inte'- 
grerons par rapport k x entre les limites x = et x = od, ce qui donne 

Puis, ayant recoors aux fontiules 



1.2....ncos [(»H-l)arctang y] 
/f xV— cos ÄX8X = ^^^Til^p^ > 

1.2.,..fisin [(9H-l)arctaiig— ] 
/f x"e-^ cos Ax8x = (^4,y)KM-i) » 



= \ (C+ J/l — 1«), C =r 0,577 215 6 .... , (Voyez le memoire prtfc^dent) 
OD obtient 

9. f'e-'»xf'^e-^6 

— 4^ — T (|/2)»""*"^ (K2/ ^ (V23* "*"•••• 

-t- 5/> -t- 2^ "t- 4*-Ä — 1^ "^ f (j/2)« ^^ 4 Q/2)* • (^2)'" **'•••• 

En reQversant Fordre des Integrations a gauche, on trouve que Fint^ale dou- 
ble est egale a la suivante: 

Les deux s^ries a droite dans (9), qui contiennent les cosinus et sinus, peuvent 

^Ire sommees, et Fon obtient • 

^ r= |ir — (larc tang 2 — J/5) + |B + |C+ i/2 — |»r 

-a/(!) + iarctang2). 
De \k soit , 

£ = C = 0,577 215 6.... 

En substituant niaintenant les valeurs de ^ et £ dans Texpression ci- 

dessus et ayant cgard aux definitlons de Ci(^) et Si((»i), IVquation (8) prend 

la forme 

g«— 1^— a?ö = [Jtt — *Si(x)] cos X + Ci(x) sin x 

= Ci(x) sin X — Si(pc) cos x + Jtt cos x. 
De lä, en diflcrentiant suivant x, on tire 

y 5«Xl ^"^*^ = Ci(x) cos X + &'(3c) «in X — 4tr sin X- 

ß 
En remplagant enfin ö et x par — et ax, les e'qoafions trouy^es prenneiit 

la forme 

10. J ^aTg" «""^^ = Ci(flx) sin ax — Si(ax) cos oa? + W cos ox, 

11. / ^t~^^"*^ = Ci(ax) cos ax + Si(ax) sin öx — iir sin öx. 

oü il ne faut pas oublier que les quantites a et x doivent ^tre essentielle- 
ment positives. 

Suivant les diflerents re'sultats d^jä connus, et suivant les developpements 
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qu6 nous avons donDe>6 anterieurement, on ponrra calculer aine table complete 
dei taleurs des integrales que Ton obtient en fesant (p(0) =: e^x6^co$x0, 
sin xO dans les formules generales 

En effet, si poür i^reger on fait 

12. JE:i(^) = 0,577 215 6.... + |/(a/) 

1 (W 1 oi* 16)* 1 0/* 

^1 l ^ 2 1.2 ^ 3 rO ^ 4 1.2.3.4 ■*• •• 
on obtient les douze formules suivantes: 

III. y a ga . ^— icö =: Ci{aoc) sin öo; — Si{aai) cos ao; + ^ cos ifltr, 

IV. y ^a ga ,g^g^ = Ci(jax) cos flo: + Si{aoo) sin aa: — Jtt sin eia?, 

V. y ^rr^ .9^ = 5^ sm öa, 

VI. y a^gt . w = Ci{€ix) COS oo; + Si{ax) sm oa;, 

y'*» acosj?d ^ , 

VI»- /„' ^ • 9<9 = - hi'^^i^) + ^•«^'■(- «^)l. 

IX. / a_g, .8tf = G(ax) sin oa? — Si(ax) cos or, 
Dans toutes ces formules il faut que ao>a>0 et x>a?>0. 



17. OäHnger, ütOenuchimgen über die tmal^Hschm Faculiäten. 929 

17. 

Nachtrag ZU Abschnitt I. und IL der Untersuchungen 
über die analytischen Facultäten. 

(Von dem Herrn Prof. Oeämger zu Freyburg im Br.) 



JLlie Beweismethode, welche in. der vorliegenden Abhandlung über die 
Facultäten angewendet wurde, um allgemeine Gesetze aufzustellen, besteht 
darin, dass zuerst die Gültigkeit derselbeji an Facultäten mit ganzen, positiven 
und negativen Exponenten gezeigt und hierauf der Schluss auf Facultäten mit 
gebrochenen positiven und negativen Exponenten gemacht wurde« 

Diese Schlussweise rechtfertigt sich dadurch, dass positive und negative 
Brüche oder Quotienten Zwischenglieder in der Reihe der positiven und ne- 
gativen ganzen Zahlen sind, und dass so die Gesetze, welche von den Haupt- 
gliedern einer Reihe gelten,. auch von den. Zwischengliedern gelten müssen. 

Obgleich diese Schlussweise, wie ich glaube, vollkommen zulässlich ist, 
so könnte sie doch beanstandet werden. Dem soll im Folgenden begegnet 
werden; was um so angemessner sein dürfte, da durch jene Schlussweise neue 
Sätze gefunden wurden, die so lange ungewiss sein wetden, bis die Methode 
entweder als genügend bewiesen, oder bis die Sätze auf anderm, nicht bestrit- 
tenem Wege als richtig begründet worden' sind. ' Da "ferner die ersten Ele- 
mente der Facultäten-Theorie in Frage gestellt werden können, deren unzwei- 
felhafte Feststellung, als erste Bedingung, vor Allem zu wünschen ist, und end- 
lich die Richtigkeit mancher aufgestellten Sätze, wie ndtnentlich die der Glei- 
chungen (52. §. 11. ^. 48.), nebst den daraus gezogenen Resultaten, in Abrede 
gestellt werden könnten: so liegt mir ob,. alle diese Bedenken zu heben, und 
neben der in der vorliegenden Abhandlung zur Begründung der Facultäten* 
Theorie benutzten Schlussweise, noch einen andern Weg anzugeben, auf wel- 
chem die erlangten ^ätze ebenfalls gefunden werden köqoen ; also insbesondere 
diese Sätze neu zif begründen. Hierdurch wird dann, ausser der andern Be- 
weismethode^ auch noch Das gewonnen^ dass die von mir benutzte Schlussweise 
nicht ferner als un'zulässlich.und ungenügend erklärt wiiltden kann: ein nicht 
zu übersehender Vortheil, da sie sieht einfach und bequem ist. 
CreUe'f Joarnal f. d. M. Bd. XXXni. Hell 4. 43 
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Um die Aufgabe zu lösen, müssen die Sätze, um deren andere allge- 
meine Begründung es sich handelt, und die sich in (§. 4. u. §. 11.) aufgestellt 
und für ein positives und negatives n nachgewiesen finden, mit geschichtlichen 
Notizen eusanrunengestellt werden. Sie sind folgende: 



1. ö-'^'' = 

3. a"«'' = 

4. a"»-^ = 



!___ 1 

1 _ i 

1 1 



8. o-*'^«flr-l-"is — 



10. «-.-'=(^r(^)-^*= -J^ — 

IL ^ =(y)"ÄH" '^ 

An \hd An 

12. a-l^=|;Ä-"l- = 






la d^ =^dh—^ — ^(.-dr^^ 



13-«' 13+"-* 

,2-»-«» ,2-'*'-' 

13-'» V ^ 13 «M 



1-3+^"-* i::rf+»-»n 



15. rf""-^ = rf* 



l-.2t*"?- . 1«-»V. 
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17. (-a/" «(-ira"'-', - 

18. (-a)-..=(li)..-M=^-j5^^_, ^ 

19. (— a)-'~'' = (-l)»a-"^ 

20. (-^r'-=(-i)"^-'-= (_i,.(L^, > 

21. o-i" =(a+(n-l)(+^)-'-'=(o+(n-l>/)-l-'', 

22. a"'-^=(a+(«-l)(--cO)"''' = (o-(»-lV)"''', 

23. o-""" = (a+(_„_i)(+d))-M s= (a-nd'-dr^, 

24. o-'-' = (fl+(_„-i)(-rf))-i-' =. (o+,«/+^-w. 

Von diewn Gleichungen hat Kramp folgende zuerst in seiner Anal, 
d. rdfr. gegeben: 

25. a-"W = 

26, a-"'-^ = 



Ca-<f)»'-<" 
1 



27. rf"^ = (o+(«-l)<i)"- 



28. a"!'' =o".l"l{ 



29. a'i" =rf*(|) , 

IM 



30. a"'" 



6» 



31. «- =S(^"'- 

Sie fallen mit (1., 2.» 5., 7., 9. und 11.) zusammen. Er hat aber weder 
ihre Begründung gezeigt, noch nachgewiesen« dass sie von einem gebrochenen 
n gelten. Ferner hat er von (5., 7., 9. und 11.) weder gesagt, noch gezeigt, 
dass sie von einem negativen ganzen und von einem gebrochenen n gelten, 

Bessel hat im Königsberger Archiv gleichfalls die vorstehenden Sätze, 

und noch die Sätze 

j^ +11.111 



32. o"'^ =dr 



' ' f 



17 

33. a"i-f = rf« -V- . 



mitgethdit und an bestimnite Bedingungen gekoup(t, welche später. erwähnt 
werden sollen. Kramp hat (Annal. d. Gergonne T. III. Pag. 3. u. 4.) die Glei- 

43» 
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chung (33.), jedoch nur für ein ganzes n entwickelt. Gauss hat, wie schon 
(§. 1.) erir^ähnt, auch die Gleichung (32.) gegeben. 

Wir kehren nun zu der Aufgabe zurück. Da in der vorliegenden Ab- 
handlung nachgewiesen ist, dass die aufgeführten Gleichungen für /70J//zVe und 
negative ganze n gelten, so bleibt zu zeigen, dass sie auch für jedes ge- 
hrochene n gelten. 

Geht man von der allgemeinen DefinitioD aus, dass eine Facultät mit 
mehreren Exponenten und einerlei Zunahme, aus so vielen Factoren besteht, 
als Exponenten vorkommen, von denen der erste Factor ans der gegebenen 
Grundgrösse {a), als Basis, nebst einem Exponenteo und der Zunahme besteht, 
jeder folgende aber eine Basis hat, aus der Grundgrösse und dem Producta 
der Zunahme in die Summe aller vorhergehenden Exponenten bestehend, und 
als Exponenten den aus der Reihe der vorkommenden, ihm zugehörigen be- 
stimmten Exponenten, nebst der Zunahme: erwagt man ferner, dass die Expo- 
nenten unter sich, unbeschadet des Werlhes der Facultät, beliebig versetzt 
werden können, so erhält man, wie bekannt, folgende maassgebenden elemen- 
taren Ausdrücke: 

34. ä^"^^ — a'<^{a+nd)<^ = a'^\^(a+md)<^, 

35. a*-H":-<' rsa^MCa— m/)"*M=a"*M(/j— md)H-rf 

36. a'»+**-H»y = a<^(a+miy^\^(a+(n+m)d)P\^, 

= a<'^(ja+n(r)V'^ia+(ji+p)(ly^\^, 
= a'^\^{a+md)<^ia + {m + n)d)f\^, 

u. s. w. und hat nun so für die Facultät a^^"^"""^^^^ sechs verschiedene, unter 
sich gleiohgeltende For.nien. 

Die vorstehenden Gleichungen finden sich in jeder, den Gegenstand be- 
handelnden. Schrift entwickelt und begründet. Wir legen sie daher auch un- 
sem weitern Scblussfolgerungcn zu Grunde und werden auf sie stets, als auf 
unbestrittene Gesetze, zurü^kkpramen. Die Exponenten zeigen sich als unter 
einander unabhängig. Jeder zeigt sich als eine für sich abgeschlossene Grösse. 
Man kann daher mit ihnen in allen weitern analytischen Entwicklungen alle 
diejenigen Veränderungen machen, welche die Natur der Facultäten und das 
oben ausgesprochene Gesetz nicht stören, uud die verschiedenen Exponenten 
für sich bestehende Grössen sein lassen. 

■ ' Sefft man ftun iti ;(S4;) —>i' statt n und danti +n statt in, -so er- 
glebt Sich:' • '•■■•'- -'' •' ''^ ' ' 
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und hieraus 

37. a-«:^ = ^-^::;;j^p. 

Setzt man in (34.) — n statt m, so erhält man : 

also 

38. a«>' = 



Hiedurch sind die ersten Formen in den Gleichungen (1. und 3.), wel 
che schon auf anderm Wege gefunden wurden, nachgewiesen. Setzt man nun 
die nämlichen Werthe nach einander in die Gleichung (35.), so giebt sie ,. 

Hieraus folgt 

39. ö-*M = 



40. a«!-** = 



1 



Dies sind die in (2. und 4.) auf anderm Wege gefundenen ersten Formen. 

Setzt man in (34.) statt n und — statt m, ferner — -- statt n und -- 

statt m, was dem Gesagten nach zulässlich ist, so erhält man 



1 = a ml (a ^ ^^^'" = a»»' (a -*• — a) »"' , 



und hieraus 



41. a »nl = 



42. 






(a-* — coro' 
171 



n ^^1^ 

(a+— rf) m| 



Durch Einführung der nämlichen Werthe in (35.) ergiebt sich 

und hieraus * ' - 

.JiU 1 



43..: a" 



in 



44. a^^ 



(a rf) ml 

191 
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n h die Ausdrücke (37. bis 44,) ist erwiesen, dass die ersten Formen 

1 • /i KIc 4 ") eefundenen Facultäten- Ausdrücke allgemein für jedes belie* 
der in ^l. dis *»•; b 
bice posiiiit% ncgatUe, geürochene und ganz^ n gelten. 

Die Gleichungen (erste Form in (1. bis 4. und 37. bis 44.)) finden sich 
Ä bei Kramp, noch bei Bessel; sie nehmen nur auf die zweiten Formen 
' (l bis 4.) Rücksicht, ohne jedoch zu beweisen, dass sie für jedes n gelten- 
D' zweiten Formen von (l. bis 4.), welche von Kramp und Bessel hervorge- 
h ben wurden, ergeben sich auf diesem Wege nicht. Sie gelten also vorerst 
nicht allgemein, sondern nur für positive und negative ganze n. Es lässt 
sich jedoch auch nachweisen, dass sie allgemein gelten; was später gesche- 

hen wird. 

Die Ausdrücke (1. bis 4.) (erste Form 37. bis 44.) sind als die Grund- 

f für die Facultäten zu betrachten. Ich habe sie daher als die Ursprung-' 

liehen (§. 4. No. 6- ""^ '^•) hervorgehoben. 

Da jetzt die formelle Bedeutung der Facultät ö*l=*=<' für jedes beliebige 
f stellt ist, so lässt sich die Gültigkeit der Ausdrücke (5, bis 24.) für je- 
A ht^Üehiffi ^ ^^^ folgende Art in aller Strenge nachweisen. 

Da fü^ J^^^^ beliebige endliche n und ein ganzes positives r, nach (34.) 
öfH-rirf _ ar+n\d — a<^{a+ndf\^ = a«'l<'(a + rd)»W 

• * cn fokt hieraus: 

ist, so 10 g tf^äj^+rdTjä 

Ans diesem Ausdruck folgt unter den nämlichen Bedingungen : 



d) ~ ,a 

durch dies 
von (No. 5.) 



Wird (45.) durch diese Gleichung dividirt, so entsteht, durch Anwendung 




Durch Weglassen der gleichen Factoren und durch Versetzen ergiebt sich 
hieraus 
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Da diese Gleichuog für jedes beliebige 7» und ein ganzes positives r 

eilt, so kann man + n, — n, + — , — — statt n setzen. Diese Fälle sind, 
^ «• m 

da die vorstehende Formel im Wesentlichen nachher wieder benutzt werden 

wird, einzeln zu untersuchen. 

Für ein ganzes positives n wird nach (5) 

Ca+rdyi^ _ dHa+rdy^ _ ,„ 

Es ist also für diesen Fall, aus (46.), für ein positwes ganzes n : 

47. a.y==:d-(|)""; 
wie schon (1. $.11.) nachgewiesen ist. Für ein negatives ganzes n ist aus (46.): 

. a ^ ., ~ {a+rd-ndr\4 — d^Xa^rd^-ndy^ ~ 

nach (No. 1. und 5.). Daher geht (46.) für diesen Fall über in : 

a\Hi|l 1 



48. ^ = d-(|)- = 



<f(4-n)»'> 
a 



Für ein gebrochenes posäwes n ist aus (46.): 



(V^ = 



(^+r)^' 



Nimmt r ins Unendliche zu, so ist nach (29. §. 12.) 

Lim — ^-TT- = — ; :; = «"•. 

Demnach geht (46.) für diesen Fall über in 

«. „;i'=di(|)a'. 

Für ein gebrochenes negatives n g\Al (46.) 

d *' 3=2 ri 



ml 
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und r bei unendlich zuiiehmendem r ist 

(4 +»•)- ™1 (a+nf- -^ rf)m ' 

a m 

also hat man für diesen Fall aus (46.): 



^^-0-^)" 



Hiedurch ist erwiesen^ dass die Gleichungen (5, und 6.) allgemein tür Jedes 
beliebige n gelten. 

Aus (35.) erhält man 









und hieraus durch Division: 



2"'-^ \f (a— rJ)"'-^ 



oder 

•A^/ '.fÄ-^^^lpui VW..,-. .. ,-,• 

Da nun auf die nämliche Weise, wie zu (47. bis 50.), gezeigt werden kann, 
dass für jedes ganze und gebrochene n' 

(^^)^H^^,. ^^^ Limfcl^;|H:.^.i*F„ 

ist, so hat man allgemein für jedes beliebige n: ,, ''>■' 

51. ;.w=rf.(l)*'. 

Setzt man m (51.; — d statt ö, so ergeben sich hieraus und aus (47. 
bis 50.) inv jedes beliebige tI fpl^ode DoppelfontMii : 

" ^-^ ^ ^ „-.:-.. 
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Auf gleiche Weise erhält man aus (51. )> und dadurch, dass man in (47. bis 
50.) — (i statt (/ setzt: 

5,. ».;- =,/-(ir =f-")- (:?•/'• 

Aus der Gleichung (45.) folgt 

Wird (45.) durch diese Gleichung dividirt, so findet sich 

3- = 



1"'" (a+«/)'''l'"'"^(l+-)"''' (o+«/)'->''<r<n''(i + -)"'" 

a a 

nach (No. 7.); also 

Was nun auch n sein mag, so hat man auf die zu (47. bis 50.) gezeigte 
Weise im Allgemeinen: 

CieUe*! Jonnud f. d. H. Bd. XXXm. Heft 4. 44 
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Lim — -p- = a\ 

Hiernach ist allgemein für jedes beliebige n und positive und negative d: 

54. o«;«' =a»rlv 

\-d 
55. a«H=a»l"'«, 

wovon sich die besonderen Fälle leicht ergeben. 

Aus (34.) ist 






Wird (45.) durch diesen Ausdruck dividirt, so ergiebt sich 



o""' 



ar"'(a+rrf)»"'(^+«Ay'* rf-"'(a+7Yf)»''(^y(a+«f)'" 



Werden nun die Schlüsse wie bei (47. bis 50.) wiederholt, so erhält man für 
jedes beliebige n: 

Demnach ist allgemein für jedes beliebige n: 
Aus (35.) ergiebt sich 



ij-nhr 



Dies giebt durch Division: 

^l_rf «r'-^(o-rd)»'-^(j-nA)"-* a^-^(a-rd)»'-^(^)''(a-«rf)"- 






C^-rA)»'-* 
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Nun ist nach (47. bis 50.) für jedes beliebige n: 

a 
Also ist auch allgemein: 

„. «.:- = (|)"(?r. 

Aus (56. und 57.) ergeben sich, wenn man zugleich gegenseitig — d 
statt d setzt, folgende besondere Formen für jedes n: 

-^ =(l)-(7)-^ =(t)"(3)-'"\ 

--^ =©""■(?)- ""=(iO" -(5)" ■'■'., 

59. <^M =G)".(fr =(t)" (5)"". 

-■^ =(r(f)""''* =(T)""ör. 
--^--=(0--(f)--'-'=m""e)"-^'> 

wie sie zum Theil (16. bis 21. §. 11.) gefunden wurden. 
Es ist aus (11. und 34.) 






IÄ^ b l«(6-h-^) 



a 
Dies giebt durch Division: 

I— 



(u!|!)"'=' 



44* 
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Nun ist durch Anwendung der frühern Schlussweise 

a 
demnacli erhält man für jedes beliebige n: 

60. rf -(f)".rK, 

^ ma ' 
JL'rf /a\-^ 7-1- 






h"* 



ma 



Eben so findet sich auf dem nämlichen Wege für jedes beliebige n: 

61. a-H = (J-)- Ä-i""r 

Die Richtigkeit der Gleichungen (13. und 14. erste Form) lässt sich einfach 
wie folgt beweisen* Es ist 

für Jedes n. Man muss daher dem Ausdrucke (~T ) eine solche Facultat 
vorsetzen, dass die Basis des nachfolgenden Factors yr) ist, und sie dann 
wieder ausscheiden. Diese Facultat ist l*' " und es ist 

Demnach ist 

62. a«M = d- —^ 

für jedes beliebige /i, weil die Gleichung (5.)# aus welcher die gegenwärtige 
abgeleitet wurde, ebenfalls für jedes beliebige n gilt. 

Auf gleiche Art beweiset man die Richtigkeit der Gleichungen (15. 

und 16. erste Form). Man hat nämlch dem Ausdrucke fO in der Gleichung 
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die nach (51.) von jedem beliebigen n gilt, eine solche Facultät vorzusetzen, 
dass die Basis des nachfolgenden Factors bei negativer Zunahme \t) ist, und 

a 

sie dann wieder auszuscheiden. Diese Facultät ist 1""^' " und es ist 
für jedes beliebige n. Demnach hat man allgemein : 



63. a^-^ =r dr 



j^^^ii-i 



Setzt man in (62. und 63.) gegenseitig — J, so ergeben sich folgende 
allgemeine Uebergangsformen : 

64. a^rf - dr ^ — = {-dy 







j^-H-I.l 


a«|rf 


-d* 






IT-«" 






i-f +»+"-> 


a"M 


^dr 


j-f-M.-l 



65. a»l-«' = d' n • - (— df 






welche für jedes n gelten. Demnach ist die Richtigkeit von (13. bis 16.) er- 
wiesen. Wir werden später auf diese Gleichungen zurückkommen. 

Aus der Vergleichung von (65.) mit (24. bis 27. $. 11.) zeigt sich, dass 
die dort angegebenen zwei letzten Ausdrücke unrichtig sind. Sie müssen so 
heissen, wie hier. 

Aus (45.) folgt 

Diese Gleichung durch 
dividirt, giebt 
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Was auch n sein mag, so ist 

^™ (o-rd)-'-' = ^™ (^:^rlf = (-^) • 
Dies giebt durch Einführung dieses Werthes: 

66. (-a)"W =(-l)»o"l-<', 

(_a)-»y =(-l)-a-»H = (_^)„(^!^^y,-. . 



( — a) »"' = ( — 1) ^a H 



Eben so erhalt man 



(-l)"(a+— rf)»' 

911 



und da 

ist, so erhält man für jedes beliebige n : 

67. (— o)»!-«' =(—1)" a»^. 



( — ä)A ==( — l)« d^ , 



"" fl "*' . "^^ 



— 91 "U * 

(— l)m(a rf)mr 

91t 

Dadurch ist die Richtigkeit der Gleichungen (17. bis 20.) bewiesen. Es bleibt 
noch zu zeigen übrig, dass die Gleichungen (21. bis 24.), so wie die zweiten 
Formen der in (1 bis 4.) aufgestellten Gleichungen, für jedes n gelten. 

Dass sie für ein ganzes positives und negatives n gelten, wurde schon 
nachgewiesen. Es ist also nur noch nachzuweisen, dass sie auch für gebro- 
chene positive und negative n gelten. Dazu benutzen wir die Gleichungen 
(1. und 2. §. 13.). Nach der ersten ist 

d-t- —a 

991 
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oder ±U . 



Hl 7n 



a" 



und hieraus erhält man 

68. a«»! = nT.' 

{a^dym\'^ 

Aus der nämlichen Gleichung ist 



a "*' =s 



amP (a-#--rf) am\^ (a-#- — rf)^'^ a« +*'^ 



und dann ist 

69. a"^l-^ = ^ 



(a-f.rf)ml*' 



Aus der Gleichung (2. $. 13.) ist 



JLl-rf .JIU am 



am^nd n , 

fl— — a 



oder 

O ml 



aml" (a-— (/)»'-" a^*""'' o**«H o(a-rf)«l 

Hl 



Dieses giebt 

70. a «'^ = ^-7-^ 

(a^dy^^-^ 

Eben so ist 



also auch 



Hl 



71. a«H 



(a+£/)"ml^ 



Vergleicht man (68. bis 71.) mit den zweiten Formen von (1. bis 4.), so 
erhellet leicht ihre Uebereinstimmung, und es ist demnach die Behauptung ge- 
rechtfertigt, dass diese Gleichungen allgemein für jedes n (ganzes und gebro- 
chenes) gelten. In ihnen liegt folgendes Umwandlungsftesetz : 
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72. Jede Facultät, die ein Factor Ist, lässt sich in eine andere 
verwandeln, welche ein Divisor der Einheit ist; und umgekehrt, wenn 
man dem Exponenten und der Zunahme die entgegengesetzten Zei- 
chen giebt, und die so veränderte Zunahme zur Basis zählt. 
Das in (37. bis 44.) liegende Gesetz ist ein anderes und heisst so: 

73. Jede Facultät, die ein Factor ist, lässt sich in eine andere 

verwandeln, die zum Divisor der Einheit wird (und umgekehrt), wenn 

man das Product der Zunahme in den Exponenten der Basis zuzählt 

und dem Exponenten das entgegengesetzte Zeichen giebt. 

Diese beiden Gesetze unterscheiden sich dadurch, dass in dem einen 

Fall Exponent und Zunahme die Zeichen ändern, im andern Falle nur der 

Exponent. 

Da beide Gesetze ganz allgemein gelten, so lassen sie sich gegenseitig 
auf die aus ihnen hervorgehenden Formen anwenden und führen dann auf 
andere allgemeine Gesetze. Wendet man daher das Gesetz, welches in den 
ersten Formen von (1. bis 4«), oder in (37. bis 44.) Hegt, auf die zweiten 
Formen von (1. bis 4.), oder auf (68. bis 71.) an, und umgekehrt, so erhält 
man folgende Ausdrücke: 

«-•-^ =(^riF"r- -T^" -(«-(»- D^)"'" 






l 1 






(«-(^-1)^)"'"" 



(a d) m\ " (a+^) »"' 

m 

(a rf)mr (a— rf)"il 

ß-^P« — It — — =, — 1 — - «^ö+r— +i)j)"^K 

(an — d)"»'^ (a+rf)"»' 
fii 

Demnach ist die allgemeine Gültigkeit der Gleichungen (50. und 52. $. 11.), 



die bezweifelt werden l^onnte, für jedes n gerechtfertigt. , . 

Der hier gegebene Beweü. Jässt sich nur noch in so weit in Frage stel- 
len, als man etwa die Richtigkeit der Gleichungen (1. und 2. $. 13.^ bezweifelt^ 
die dort aus unendlichen Factor enfolgen abgeleitet ' wurden.. ■ Üni' auch" die- 
sen Zweifel zu entfernen, sojien di,e5f^..61eip]lH]ngen noch auf folgende andere 
Art bewiesen werden. •'* ' . " %. 

Für ein ganzes r und ein gebrochenes n ist ai^ X^l.) 

af»» a» ;^ 

- — -rf o "' _ \m.\ - - . 

•V 

Durch Veftindung dieser beiden Gleichungen erhält man für ein ganzff r:. - 
ar"'Ca+rd)i\' (a+ ^d+fy**(!a+rdy «H 






l' lM ' 



(0+— rfy'''(a+rfy''' 



'o.(*f^r*'''(»+ Jrf+<0'-^'''Ca+ ■^rf+r«0(<H-n0^l'' ([o+rrfr 

^ lii 'i .i ■ • 7 .'17 '1 -X' ■ 

(<H-rf)^»W(o+n/)(a+-ü-<0(a+ — rf+rf)'""'' 

• III. ,. 

Nun ist für ein unendlich wachsendes r: ; ; r... iiJti// 

Lim(a+rJ)'»' (a + rr/)"««! = (a+rd)'^ (a+rdf ^ =1; 
demnach ist * ^^ y; 



70. ö«""^. a »»' =• 



«+ — ä , 
in 



Es ist also jetzt die Richtigkeit der Gleichuiu; (1. $• 13.) erweistQ. Setn^man 
iB (76.) — d statt df so erhält ntan 
CreRe'f Journal f. d. IL Bd. XXXOL Hsft 4. 45 



Z/i% 17^ (Minga, ünkirtuchlmgm über diä amdfiiickm JBhonlUUmi 



76. a^^ a «r = — _ — __^. 

m 



Diese Qleichung lässt sich auch direct wie folgt beweisen. Es ist 

»U- (a — ^d^rdY^(ä^rd\t^ 






n . .- '- • 

a d— ftf 



Nuä tte^'-'- '■ ■ ' " '"■ " ■ '"'• 



n , a— nf 

a d 

m 



Lim — - — -j- = 1 und - ' 

Lim (a— rc/)"»! (a—rd)' «l = {ß—rd)^ (a—rdf "* = 1, 
also auch» wie oben, ' - 



ßm« ,a '»' = 






Wir fügen noch einige Sätze brf^'Vehihe di^'^Q^442« §• 13.) gegebenen 
speciellen Formen in allgemeine verwandeln. Nach'' einer elementaren Ent- 
wicidung ist nämlich '•'' ^■»'"^-'- »«wr (i.iü^inni: .: .in .i .::.' 

„^ am\ am| a-nl . ,nd , am+nd^md 

77. --i;;=;^. = -T— i«-rrr — H-:rr. = «^^«-rf= ' 



m 



78. """"'"^ '''^'"' Im 



a m\^ a «^ (a-j — rf)*'^_ '^H — ^ -• 

• in' -■- m- .*• '. 

amr a mr(a dy« a rf. , 

r» .t fii!i .ili//7. .1.11 .)# . :.:•.:' .. . . ■ 



» I j iLl-rf 

es ist diso auch \ 

"-•'i-h 

81. — sr;r-. = 2m— 71. 

Vyir komfnen nan^ wie bemerkt, lauf die Gleichungen ^64. und 65.) zurQck. 

Man kann auf die letzten Ausdrücke in (74.) die Gleichungen (62. und 
63.) selbst wieder anwenden und im Redutctions- Ausdrucke statt a die, verän- 
derte Basi^ a\is (74.) setzen. Behandelt toan die erste Gleichung in (74.) nach 
(63.)y so erhält man 

1 d +"-*-lI-> 

4 >[^= (m-TM/— rf>*H— J» ^ ^^^^^^^ ,— , ; ■ 

1 <* 

■ yi^^i ■ ■,.... _.. 



y-j—n+V-l 

Diese .ixleiclraag gilt für jedes beiiiibige n. Behandeh man die zweite Glei- 
chung in ^74.) nach (62.), so erhält man 



1 — 3 — •*—i» 
oder 



83. . o«l-f.,= rf". -^— ;:.• . , •., . .„,,.;,! 



l"? 



-"II 



$eUt man in (82. und 83.) —d statt d, wie in (62. und 6.3.)i «o erhütman.' 
folgende» für jedes n geltende Gleichungen: | • \ 



l.'I. '..'. ■.-..- , !v'V ■ ••" ' ■:•' 



:*»,v »i^'ii 






l-7h 1-7+«-» 



, ; J'i'i'jj " i'.l /j }'.*' 



85. ' a»M==i/'-s— - =(--rf)' 



Vergleicht man diese Gleichungen mit denen in (64. und 65.), so erge- 
ben sich vier Formen für jede toü dfn Jacultäten a"!*' und a*\-^, und man 
erhält folgende Ausdrücke: ' ' i 

45» 
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,,. 13+-W j3+-«|-i i-J-Ml-l 1-2I' 






-->^-> • • ,:^i 



54.« -111 5+^4.11-1 i-^+ai-i T-5|i 



ö^?? 



a n 



12- -m .13-^+11-1 i-:3-«-«i-i n 1-5^* 

1-3+-+1I-I i-2-t-"» lal' 13+^' 

87. a"'-^ =</". — T-— =(-^/)' . — r— =<^ -5-— =(-rfy 



|-5-»+i|-i i-l—iW jali ,1+11-1 

j-y+IM IT""* l?-»"!' JJ+-WI-1 



a , n . 



Von diesen acht Formen» welche dazu dienen, eine Facultät von belie- 
biger Basis und Zunahme, auf eine andere zurückzubringen, deren Basis und 
Zunahme die Einheit ist, sind, wie bemerkt, bis jetzt zwei gegeben gewesen 
(Nö.'9^ und '33.): von Gauss die eine, von Kramp die andere und von JSes- 
sei beide. 

Man kann nun auch die durch (86. und 86.) ausgedruckten Gesetze auf 
die Ausdrücke (66. und 67.) ausdehnen ; dann erhält man folgende acht wei- 
tere, für jedes n gültige Gleichungen: 



88. (-fl)»»^ =//- T— =(-^-— T— — = ^" 



' , 17l' . 

17-»* • ,;... -.... .- f. 
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89. (-fl)"-' = rf» -7—- = (-df ^— - = J" 






= (~'D 



-4-n4-JH-.l 



r^ 



Diese Gleichungen werden immer mit ypller Gonseqnenz angewendet 
werden können. Dabei zeigt sich dann die eigenthihxiliche Erscheinung, dass 
nicht alle Ausdrücke auf darstellbare Werthe fuhren. Man darf sich aber 
dadurch nicht irren lassen , denn es ergiebt sich kein Widerspruch, sondern 
es • recht fetligt sich nur die eben aufgestellte Behauptung, und die so gefun-> 
denen, auf nicht darstellbare Werthe führenden Ausdrücke müssen näher 
untersucht und wo möglich bestimmt werden; wie dies überhaupt bei unbe- 
stimmten Ausdrücke!) vorkommt. Diese Bemerkung hat, wie schon früher an- 
geführt. Kramp übersehen, und Bessel^ der im Königsberger Archiv (S. 244.) 
Kramps Irrthum nachweiset und ihn zu berichtigiAi sich bemüht, hat im ei<- 
sten Falle Recht, dürfte aber in so weit sich täuschen, dass er glaubt, die ver- 
schiedenen Formen, welche in der Theorie der Facultäten folgerichtig aufge- 
stellt werden können, seien unter sich ungleich^ oder könnten in Widerspruch 
zu einander' stehen; weshalb er der Ansicht ist, dass man eine bestimmte Form 
zur Erklärung von a^\^ wählen müsse; was er auch thut. Auch hier ist aber, 
wie, bei jeder systematischen Entwicklung, die Willkühr ausgeschlossen, uud 
auch die strengste Schlussforderung muss zugeben, dass Formen, welche die 
Analysis findet, auf unbestimmte Ausdrücke führen können, also nicht leisten, 
was sie sollen. Es tritt dann nothwendig die weitere Forderung auf, dass der 
Werth solcher Ausdrücke näher bestimmt und der Weg dazu angegeben werde. 
Bei richtiger Anwendung des eben Gesagten zeigt sich nirgends ein Wider- 
spruch. Dies soll an .der Werth -Erraitdung einiger besondern Fälle noch 
näher nachgewiesen werden. 

Untersucht man die Facultäten (—1)41* un)J (~l)*l*\ von welchen die 
letzte von Kramp für ein Unendlich -Grosses (Pg. 91. Anal. d. rdfr.) erklärt 
wurde, so ist aus (88. und 89) 

\ *■) — i-aii—K ^ iO|i — iJHl-i— i4ii • 
Der Zweite und Vievt« Aiusdrucli führt nach (25. bis <28. $. lä.) auf den Werth 
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90. (-l)Ml = ?^S _ ^ 

der erste und dritte auf 

(_l)P = (-l).ü%-il» = =^; 

was in dieser Form nicht genügt. Man kann jedoch dem Ausdrucke folgende 
andere Gestalt geben: 

So führen sie auf den ersten Ausdruck zurück.» Die drei letzten iDanftelkiO'» 
geh stehen aber unter sich keineswegs in Widerspruch^ und man erfahrt m- 
gleich, dass 

91. (-,)..=^_i5, = (Hy« = ?^ ;:-i 

gleichbedegutende Foroten sind. 
Für (—1)*'"* erhält man 

y ^) — i2\'i — y ^^ i-J|i ~ i4l-i • ■ ,1..,;,.,. 

Der zweite und vierte Ausdruck führt nach (15. bis 18. , $< .13«) auf ' 

-der erste und dritte aber, je nachdem sie timgcforrat. werden, «of die Atis- 
dräcke ' .' ;;,■.•,.• 



;« ., i!' 



die in keinem Widerspruiih stehen, und seigeu^ dass folgende Ausdrü 
gleichbedeutend sind: 

92. (- 1)«-» = ^ = (- J)!li =i:'5 v-^. 

Eben so erhält man 



93. 



• (-1)"*" = ^^ '= - o' 1"*" = Sri = -Li = (-Ö-«- 



17. OeUmgtTf Ontmudimgm aber die tmafytieclm FbeuUäkk, 3SI 

V« m-i 1 1 



94. 



;l 






„, Untersucht man die FacuItäteD OM», OÜ"', (Hl» und (Hl-» nach (86. und 
87.)>;M) erhält man 

Nun ist 

,11-1 , ,'U 1 j J*'-* !*■■* >^-l 

.,.; 111- =3 J. pH =^ und PF«=iaM(-i)-JI-i = l^- 

Der erste Ausdrnck fuhrt auf die zwei Formen: 

":,:■. ,,, ;* =^0.1-4' =01';, 

demnach ist 

, ,,. , 95. 0«» = ^0 :;= O.llhiK-l =;: ^ = O.rt 

Eben so erhält man 






l.-! 



98 0-i -» - liH _ ^"*" _ L _ __1±L_ _ 1 

Aus der Behandlung der vorstehenden speciellen Fdlle giftht herrbir; 
dass die in (86. bis 89.) aufgestellten verschiedenen Formen sich gegenseitig 
unterstützen und ergänzen. Eine einzige genügt nicht zur Reduction für alle 
möglichen Fälle, und häufig führt auch die eine auf unbestimmte und unge- 
nügende Ausdrücke, während die übrigen ihre Dienste nicht versagen. So ge- 



13 



nui 



figt z. B. die Formel a"'** = — ^ in manchen Fällen zur Werth-Ermitl- 



13-^l* 



lung nicht, während andere genügen; und umgekehrt. Es dürfte daher nicht 
angemessen sein, nur eine Formel für die Rednction aller Fälle als maassge- 
bend aufzustellen. 

Durch die vorstehenden Entwicklungen wird nun die oben gestellte 
Aufgabe gelöset und die in Frage stehende Beweismethode gerechtfertigt sein. 

Zu dem, was über die Entwicklung der Facultäten mit gebrochenen 
Exponenten in unendliche Factorenfolgen ($• 12. und 13.) und ihre weitere 
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Benutzung gesagt worden, ist für Den, welcher den Inhalt von Seite (51., 52. 
und 64.) beachtet hat, nichts hinzuzufügen. Der Ausdruck jeder einzelnen, in 

am\ begriffenen Facultät durch unehdiibhe Factbretireihen, ist vorerst nur 
formell und deutet eine unvollendete Operation an, dient also auch nicht in 
dieser Eigenschaft zu TVerthbestimmungen. Dennoch kann er^ wie Seite (52.) 
bemerkt, dazu benutzt werden, wenn man ihn mit der nöthigen Vorsicht und 
in zweckmässiger Verbindung gebraucht; was auch oben geschah und wobei 
das Zurückgehen auf die Gleichungen (19. bis 22. §. 12.) sehr fSrderlich ist. 
Uebersieht man dies und benutzt den Ausdruck, ohne auf diese Beobachtung 
Rücksicht zu nehmen, zu TVerthbestimmungen^ so bringt man einen Fehler 
in die Entwicklungen, der nicht in ihnen liegt und dessen Schuld nicht ihnen, 
sondern dem Rechner zur Last fällt. 

Setzt man z. B. asi, £{=1 und — =J in (23. $. 12.), so ergiebt sich 

^111 _ 2.4.6.8.10.... 
1*' — 3.5.7:9. 11....' 

Es ist aber > * 

2.4.6.8.10.... 

3.6.7.9.11.... <"'^- 
Wollte man also hieraus weiter den WFerth von lÜ^ schliessen, so hätte man 

1«* < 0,5, . 

was falsch wäre, da 1^^ =: ^}/7r, also grosser als 0,5 ist. Die hier angegebene 
Schlussweise steht aber dem auf (S. 52.) Gesaigten entgegieo« . ^ 



■ ■ ■ ti 



. . I Dj/..! 
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18. 

D^veloppement de quelques int^ales d^finies, 
renfermant des fonctious trlgonom^riques. 

(f ar Hr. le Dr. 0. SeUömäck, professeur k runiVersil^ ie Jena.) 



JLIepuis longtemps les deux formules 

1. 7^ V-.- CO, i^a^r = ^^^^''^"^(^^y'^ 'O^ 
•2. /V-^- »in Borear ^ -^00 sin (, arctangu) 

sont connues, mais on na pas encore essaye d'en tirer des nouveaux resultats 
pour la theorie des integrales dcfinies. Or ces formules donnent difTerentes 
integrales definies, si on les conihine avec d^autres formules du m^me genre. 
Nous presenteronS' ici quelques exemples de ces combinaisons. 

Apr^s avoir remplace /u par/7, nous multiplierons I'^quation (1.) par 

du 

^ et len prendrons Finldgrale par rapport a u, entre les lunites » = et 

11= OE). Cela doQue 

Quant h ' rintegrale double a gauche, on en prut trouver la valeur en 
renversant Fordre des integratlons. Par cela eile se change en 

et en posant u = —, Fint^grale double se change en un produit de deuz 
lot^ales simples, savoir en 

cest Ji dire en 
GNMrs jMrtal f. d. M. Bd. XXXin. Heft 4. 46 



Car comme ^ = jv^/^ Ä*~^e"''9z, 3 Ait dela 

et ei» rtBVcnant l'tirdre des iotegrations: ':i* ' ' i. ü^H» '):^:^«'f 

La valeur de Tintegrale ä droite se trouve a 1 aide de la formule connue 

nsin — 

• • n 

donc on obtient 

A «♦ ~ r(5) • 2sin J(?+1)J^ ~ 2r(j)cosJj7r ^ «^ 9 -^ "» 
et c'est la la formule ci-dessu$. 

Ep egalant cette expression. ^ Fintegrale k droite dans (3.)» pn trouve 
f» cos(pBTCiangu) du rCfH^ly n\ , ^ ^ J. , . 

En substitutant m = tang ^, on obKent sani^iffi'cÄ'^' ''' . i i- - nn .„.^ 

ce qüi est une formule assez remarquabfe. ^^^^ 

* ""Ponr trttiver uiie antre equatioTi, ih^logdeäi'lii jpr^e{f(I^Hf^,inliilti|>Iioiu 

(2) par — , apres y avoir ccrit ^ ä la place de fi\ intcgranl aloirs suivanf ü, 
on obtient 

oü l'integrale double a gauche est aussi egäle ä Texpression 

t , . . ^ 

qtiiV par la ÄobstitiiriaB de UÄ>— se chaogc citj : ^ j »• !» 

La valeur de Tintegraley Ty"^^ P^"^ etre trouve'e par un caicul tout 

ä fait analogue a cc;lui emplaye ci-de^fSus. , , ^ 

En egalant lexpression ci-demiii'li rint^grale ^'droiie dans (5.), on obtieDt 

.y. > iT.fi 1// Wl " : \ .♦..■: r iIi^t) 



la SoUämäoh^ JMoppimmä d$ qiulqm» mtignd» difvme$. 355' 

r i^(p«rctangiO ^ _ r(y-H- l) n o ^ ^ n 

et en fesant u = tang ^, on en tire la formule 

Les resultäts troAv^s (4. et 6.) presentent plusieurs formules dejä con- 
nues. Si par exemple on fait 9 = 1 dans (6.), on parvient it lequation 

trouvee par Mr. Idoui^äle par une voie tout-di(Terente. (Voyez tome 13. de 
ce joiinial piige 232.)* 

II. 
. . t> Ppuci faire une ^utre application de IVquation (1.), multiplions la par 

et prenons en Tintegrale suivapt u :entre les limited u = et i/=qd. Gela 
doune 

Cette integrale double peut aus« ^tre present^e sous la foräie 

ou rintegration suivant u peot ^tre ex(fcutee au moyen de la formule connue 

qui sujppose 'que m est un nombre pair. L^integrale double se chaiige alors en 

ce qui est la valeur dW Fetpression a gauche dans lequation (7.). On en tire 
r^ (HwOcarctangtt) u»» »u ixtot» ' V^^ 

Avant de transformer cette integrale en une autre, qui ne contienne 
que des fonction^ trigonometriques, nous ferons voir qi/on eo peut tirer deux 
autres formules plus generales. 

(A.' Ji ctt effet nous presenterons IVquation sous la forme suirante; 

46» 
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dont il est facile de prepdre la deriv^e n^^^^ raivaiit r. En faisant usage de 
la forniule connue 

P « , «Cn-1) n(it-l)fit-2) T 

L'ii-J' '» =1:2"' "» = 1.8.3 "• *^*^-»' .. 

on obticot sans didficüUe: 

= (-1)* s'ff/".!) (iT;r''~-r ~;iT^i^v w+o*ii-i)(Mii^ä)V~/ H 

ou (^ 1)' designe la factori'elle /u(fiL+\) .... (ju+n — 1). 

Quant k la derive'e soas le 8%ne de niit^gratiod, elli» se trouve 



elre 



__ (— l)»1.2....n r 1 1 Tj 

En posaot r+u J/—1 = q(cos«4-]/— Isin«); on aura aussi 

»' r * 1 - r-ivri n- g'^''^(«*^)*^ ' 

8r"Lr'+tt*J ~ V '-' ^*' *^ (r»-H»»)-+» * 

et parcequ'en vertu de l'e'quation prece'dente on a (^ == f'(r'-f-u') et 

« 
« ^ arc tang — : . 

e-p ^ ^ ^ 8UiK«+l)aretaBg-^l 

ä^^L»^«^ ~ ^~" ^^ ^*' *^' (r»+««)K«H-l) • 
L'e'quation (9.) donne maintenant 

/»" cos Qi arc tang«) '^'^ ^ ^ r _^j. 

et en feaant rssl et u = tang 0-, 
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10. fj^'^^^^"' iang-^'ö cos fiO sin(/H-l)Ö9ö 
^f i\4«»_!L C|M>1)''(| (m-D.n ^ (m -l)(m-2).w(ii- l) 

jB. LVquation (8.) peut aussi ^tre presentees sous la forme 

En la difTerentiaDl n fois de suite, et se reportant a la forinute 
Q^ _ ^ cos[(ii-i-l)arclaiig-^] 

on en tire 



) 



X 



— ^— vT hu 



_/ ixWi ?i51il^ y^ (| m.n /l-4-r\ . m(fii-l).n(ii-l) /Ur\^_ 

Cela, pour r = 1, u = tang ^, donne 

11. J^cwf'^^d tang'-Ö CO« /iö cos(/H-l)ö8ö 

— C-a; 2^'4-+i'(1,1)'.(^ l.(/i+»i-l)^"*'l.2,0u+ii-l)OH-n-2)-^ -....{ 

Yoilä une formule coirespondante avec celle (lO.)* 

Des caiculs tout analogues peuvent etre appliques a la formule (2.). 
En la multipliant par 

i^ + tt' 
et rintegrant suivant u, entre Ics limites ix = 0» u = od, on obtient 

L'integrale double ^ gauche peut etre transformee en 
oü rinlegration peut ^e oper^e suivant ix, si Ton fait usage de la formule 
qui suppose m pair. L'integrale en question se cbange maintenant en 
et i faide de l'cfqiiation (12.) on obtiMt ' 
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La difr(^rentiadöp n fois repetee de cette equab'on, doaoe^ 

. ^ . V «in[(»i-l)Mfctang' — ^1 
^« sin(/*arcta ugu) x.^ fy 

=(— 1; **(17T)S-(l+ry+»r 1.0t+ii-l)V"r/'*'l.SL(,i+tt-l)(,t4üi:J2)VT'/ ~""i 
et pour r = 1, m aa tang 6: 

14. /^"cosM^-^O tang^O sin ^ sin(n+l)ö8<? 

. ,vi„ « (^>1)" ., »•« o . «(«-l).n(ii-l) ^, , 

= (— lF"2^+-H • (1,1)» 1-*^ — l.(^ji-l)'' "»^ l.%(jt+nr-l)({i+n-2)^ —....;. 

Mettant m — 2 a la place de m et multlpliant par r, la differentiation donne 

^ oos[OH-l)arotaiiff— 1 .' ' -;■-■. 

/»» auK^arctang tt) '' u^'Su 

•'o (l+tt«)i'' ■ (r»+i»»)4(»-»-i) . ..:> 

/ l^i-+ll» <^'*I" *""' ii (»»-l) «/!^ , (m-l)(«-2).n(n- l)/l4r\a | 
=(-17- 5« . (, |j„. ^-pj^^H" i.(j4^.„_i)V-r /'*'l.2.(fi.tSrl)((^^2)\ r ) """"i 

et pour r.= 1, u=:tang<?: ... 

15. y^*" cos /»+»-» Ötang-^^ösin^ cos (»-|-1)<?8Ö ,. 

■^i t>*M-i..iL_ OiJl" {1 ^ , tm-i)i t ^ ^ (y-O-^^^g^yCwT') ^ _ , 

— (— '>^ 2''+H-« • (l, ly »* 1.0«+n-l) -* ^ 1 .2.(/t+n-l)(f«+ii--2)^ -; «• 

Voilä la derniere formule correspondant« a Celles (10., II. et 14.). Comme 
toutes ces integrales contiennent trois nombres i*-, m, n, dont le premier est 
absolument arbiträire, on en peut tirer beaucoüp de fönhules paiticuti^res 
olus du moini connues. \ 

Fassons maintenanlt h tme troisidine application des equations (1.) et 
(2). Multlpliant par 



et integrant suivant u, on tire de (1): ' ' ' 

Renversant lordre des integratioo, riqffigr^^ «^ g^1l^eiM,t|i^l)«age:ea:.ii.. ,. i , 
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oü rintegration suiVant u .peut £tne effectuffie par le secours de la formule 
connue ) . ^ ' ' 

dans laquelle les coeflicients M^y M^^ ilf4 etc. sont deterroln^s par les equa- 
ttöns'*" '' ''■'' '■■' ^- ■ ' ■• '-■' ■ ■■ • - -^ ■ •.•••'.:. -■/f 

17. ilfo=l, il/a = 5(71 + 1)71, ilf4 = 24 ' 

_ (»+3)(,H.2) (>H-l)n(«-i) )n-2) 
* — ; 2.4.6 : ' ^rr v 

Mainteirent OD' obtient . ' * ^ i- 

et en operant les integratiofl$ iödiqu<^es,a.dro]|Le, on>trouve que Fintegrale dou- 
ble mentionnee est eeale h la s^rie fiirie 



n ilÜo tifi^vü Aft r(/t4-n-l) M^ rO-Ht- 2) :i»-»M*I 

2-+ir(n+l)(f»+^'(l-hry*^ •*"r»+*- <l+r)H^*" "*" i-» ' (1+rX-H-a + ••••!' 

ou bien a 

En qhseryant qu'en vertu des proprie'te's des integrales Euleriennes on a 
r(,4.«^l)a*^> et: ^(^+„«2)p^^;5g^i^ ^c, 
la Serie precedente peut aussi £tre pr^sentee sous la forme 

Cela e'tant la valeur d^ l'int^grale dovble cb '(16.), notU/avwt« OMJMi^a^: ; . 
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^o poiCftTctangtf) du 






iii;a+-?-) Af,(i-#.i)« 



r(n+l)(2rr+Hl+ry+» r'^^ ^ /f+H-l ^ (iM+ii-l)(Ai+ii-2) + • • • • j ' 

^ r(U'^n):r(u) , , . 

ou — /^(ii ■ 1) — pcu* ^tre remplace par 

/iJM-l^ (fi^2).^. (ju-Mi-l) _ Ol,!)» 
1.2.3...JI (1,1)"' 

Fesant enfin r=:l, li = tang ^, nous aurons en vertu des valeurs de M^^ 
M2, M4 etc. 

18. ß^cosf'+'^^O cos A*Ö 8Ö 
_ ^ ( /i,!)" j (fH-l)n (n42)(>H-l)»(n-i) . . 

Un caicul semblable donnera un tbeoreme analogue; car de (2.) 
on tire 

oA rintegrale double peut £tre transformee en 

La valeur de cette integrale par rappqrt a u est, comme on sait, 






ou 



A; = 1. Ai = 5 {n— 1), A« = — ^4 '. 

„ («4-2)(m.l)n(ti^l)f»»~2)(ti-^) 

yy, = 2.4.6 ' "<^- 

Delä 00 tire sans difBcuIt^ la valeur suivante de I'int^grale double: 

ou bieo 

/X«H.l)(ar)-**(l+r)^ l^'» "^ ,i+ii-rl ^ 0i4«-l)0t+ii-2) .^ • • ' -J . 
et en ^lüit eetle valeur l llntegrale k droite dans (19.): 
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sinOarctMigti) uBu 



(l^u^^f* • (rVu»)»+i 



Fesant enfin r = 1, li == fang ö^ pQ pbtienl 

20. y^*^ cos/*+2*ö sin ^ lang ößö 
— ^ (A.l)" ,, _^ ii(n-l) . (w^l)n(ii-l)(n-2) 

U est h remarquer qu'il n'est pas permis de supposer /x:=0» ou n^gatif, 
dans toutes les formules que nous venons de präsenter, parceque le calcul 
a ete fonde sur les propri^tes des integrales Eul^riennes qui n ont Heu que 
pour des yaleurs positives de la variable. 
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lieber die Summe einer gewiälseif 
endlichen Reihe. 

(Von Herrn Dr. iSl^mi in Göttingen.) 



J^ass die endliche Reihe 



- n— 3 «-.4Jn— 5 n—S.n— 6.n— 7 . 

l-~y+ 2.8' ^ OTI ^^ ••" 

je nach der Beschaffenheit der Zahl n yicr verschiedene Werthc hat, ist be- 
reits in diesem Journale (Bd. *Z0. S. 321.) nachgewiesen worden. Diese vier 
Werthe lassen sich aber durch einen einzigen Ausdruck darstellen. Setzt man 
nämlich in der Formel 

1. ^^ +y" = Qv+yY — na^ylix+yy-^ — l(«-3)(a:+j)'^' + ....] 

statt y den Werth — , so ergiebt sich 

2. af + ^ = ix + ^r-n[{a^+ ^r» - K«-3)(a. + -)'-* + ....]■ 

Bestimmt man nun ac durch die Gleichung o? + — = 1 , so hat eine der 

zwei Grössen x und — den Werth — e+i"^'~^, die andere den Werth 
— e^W—^, mithin, wenn man diese Werthe in (2.) substituirt: 

(-iy(e^innv-i+e'l^-^'^) = 1 - n(l - "^ + "^— " ••) 

und 

l + (-l)"+i2cos|n;t _ - »-3 w — 4.>i- 5 

si — *~2'*"2.3"~ • •• 



"». ■ / 
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Ueber 4ie Anwendung der Starm'schen Methode 
auf transoendente Gleichungen. 

C^on Herrn Dr. Slem in Qöllingen.) 



Uie Stürmische Methode der AuflosuQg der. algebraischen Gleichua- 
gen wird gewöbnh'ch ia folgender Gestalt vorgetr^en. Ist eine algebraiscli^ 
Gleichung vom /nten. Grade 

gegeben, s6, bildet man aus jRr. und seinem Differentialquotienten Fio; die 

2 3 ^ m 

Functionen Fa^ Fux^ u. s. m:, bis man an die küte .F« konmi Diese Fiknc* 

tionen sind durch die Gleicbungeni ,\\. 

iV»^ —A^F^x — F'cQ 

m^ m-l m i 

Fx = Jii^^iFx — Fx " ^ 
verbunden und es wird dabei vorausge^retet/ das»' stWfoM jFa? UndJ^jA;; ak ^fQ^ 
die folgenden Functionen nach den fallienden^^ Potenzen von x geordnet sind. 

m 

Substitoirl; aiuti in-die Reibe Fx^-^F-xX ..ii üßr) ^tatt x^ ^ett'Wdrth: a\ xMk 
dann den grösseren Werth h. so wird die Zahl, der reeßen Wurzelii der 
Gleicbi^ng^ die zwischen a und, £, liegen^ de^ l^abl der Zeichenwf^f:hsel gleidi 
sein, welche die dem Werthe a entsprechende Zeichenreihe mehr enthalt, als 
die dem"'Wferth«-5-etAiprechende. • ; '»«>;-"•.•: .•.:'.;..■.;;.;. v.::i . ...■,.;.: ;;ai 

Es'^errteht sich voti )^H)st, ifi««' die iSii>m^«^ 
stalt qicht iauf ;/,r0/i^«!^i^; Glei^ ; JifidesseO; ,bal>^clH^ 

StwPtn ielM ugedeutef, jd^af ; maQ WPhj^ßvxWJgfiglWge^^MMi >^i5ge,i;iff^W^ 
gen kann. Man schreibe nämlich Fx und Fxoc nach aufsteigei^i^ '^f^^fßffffii^ 

ebenso 2 3 

47» 
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m 

und so weiter. Diese Reihe von FunctioneD, welche gleichmässig mit Fx schliesst, 
hat ebenfalls die Eigenschaft, dass zwischen a und b so viel reelle Wurzeln der 
gegebenen Gleichung liegen, als die Differenz der Anzahl der ZeicheRweebsel 

2 m 2 . m 

in den zwei Reihen Fa, Fia,Fa .... Fa und Fb, Fib, Fb .... Fb beträgt. 

Berücksichtigt man bloss die algebraischen Gleichungen, so mochte die- 
ses zweite Verfahren schwerlich dem ersten vorzuziehen sein. Dagegen hat 
es den Yortheil, dass es leicht auf die Auflösung der transcendenten Gleichun- 
gen übertragen werden kann. Es bedarf hierzu nur einer kleinen Modification, 
ähnlich derjenigen, durch welche auch die Fouriersche Methode auf transcen- 
dente Gleichungen anwendbar wird*). Man wird nämlich, wenn eine trans- 
cendentc Gleichung aufgelöset werden soll, nicht mehr immer unmittelbar 
bestimmen können, wie viel reelle Wurzeln zwischen zwei beliebig gewählten 
Grenzen a und b liegen, sondern oft genöthigt sein, diesen Zwischenraum erst 
in kleinere, genauer zu bestimmende Zwischenräume zu zerlegen. 

Es sei nämlich die transcendente Gleichung 

Fx = aQ + OiX + a^a? + .... s= 
gegeben, also FiX = ^i + 2as^ + .... 

Dividirt man Fx durch FiX, so ergiebt sich 

2 

Fx = (ai+ßix)FiX — ofFx. 

2 

Eben so ergiebt sich aus der Division von F^x durch Fx\ 

% 3 

FiX == {a2+ß2^)Fx — x^Fx. 

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens findet man also eine Functionenreihe 

st 
Fxf FiX, Fx, Fx ...., die jedoch nicht, wie bei den algebraischen Glei- 
chungen, abbricht, sondern beliebig fortgesetzt werden kann. Man bleibe aber 

bei irgend einer abgeleiteten Function Fx stehen« Da diese Function ,, wie 
Fx, zwischen gewissen Grenzen coptinuirlich sein muss, so wird man immer 

zwei Zahlen, m und n >^ m; finden kooUen^ so beschaffen, dass Fx zwischen 
den Grenzen x=^m und xssn dasselbe Zeichen behält. Alsdann hat man 
folgeinfen Satz: 

Die transcendente Gleichung hat eben so vi^ reelle Wurzeln, deren 
Werthe zwischen m und n liegen, als die Differenz der Anzahl der 



*) Yergl. Bd. 22. Seit» 14. diem JtmJaalt. 
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Zeichen Wechsel lu den zwei Reihen Fm, jP^m.... F'm und Fn 

r 

FiTi .... Fn beträgt. 
Der Beweis ist eben so wie bei den algebraischen Gleichungen zu führen und 
bedarf keiner weitem Erläuterung. 
Es sei z. B. die Glaichung 

^^=^ — ^ + (j^ — (1.2.3)* "^ (1.2.3.4)' ~ ••• — ® 
gegeben. Hier ist 



1.2 (1.2)*.3^ (1.2.3y.4 ~ ••• 
und daher 

^^_ J ?^ . ^^ _^_ . 

^'^""2^3 2*.3.4 ^2*.3.4.6 "" 2*.3V4.6-6 + * ' 

Das aUgemeine Glied der letzteren Reihe ist 



2*.aV...ffi'.m+l.m+2.m+3 ' 

und man findet aus diesem Gh'ede das folgende, indem mau es mit | m 

multiplicirt. Sobald o? < 4 ist, wird mithin jedes positive Glied der Reihe 

grosser als das folgende negative sein, d. h. Fx wird zwischen den Grenzen 
o; = und o; = 4 immer positiv sein. Man setze daher r = 2, so kann man 
nun bestimmen, wie viele reelle Wurzeln der Gleichung zwischen ar ^ und 

ar = 4 liegen. Die Functionen Fx^FxX^Fx geben nämlich f ur o? = die 

Zeichenreihe H +, für ^ = 4 die Zeichenreihe — + +, also liegt eine 

reelle Wurzel zwischen und 4. 
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21. 

Auflösung einiger von Herrn Professor Steiner 
im 1. Hefte 16. Bandes d« J^ No. 12,, gestellten 

Aufgaben. 

(Von dem Herrn Conrector Fasbender in Iserlohn«) 



22. 

Ist die Grundfläche ^iner Pyramide nach Torrn und Grösse gegeben, 
so kann bei der Frage nach dem Maximum des Inhaltes statt d^s fietzrefti 
die Höhe gesetzt werden. Dieses Maximam soll bestimmt werden, unter der 
Voraussetzung, dass die Summe der SeftenflSchen gegeben sei. 

Die.£bene.der GruiKiflaK:he sei die Ebene der apy>\ sind dami M^y und 
z ß\Q Cpordinaten der Spitze,; so bezeichnet zugleich z die Höhe der Pyjjan^de. 
Die Summe der Seitenflächen sei u\ sie ist eine Function nur von x, y und z, 
und man hat i'i« -i 

Hiernadt ist die Höhe z eba Function der beiden Yeränd^Iichen jrllnd-y, 
und die beiden partiellen . Differential - Coefficienten derselben sip4 durch 
die Gleichungen , 

du du dx ^ du du (hf ^ 

dx dz dz ' dy A dz 

gegeben. Durch Verbindung mit den Bedingungen des Maximums für z, nämlich 

folgt hieraus: 



dz dz ^ 

^ ~ ^ ~ "' 



du du g. 
di~ ^ — ^' 

Nun seien ori^i, ^a/29 •••• ^m/m ^^^ bekannten G)ordinaten der Ecken 

der Grundfläche; 4» s^i ^^^ Länge der Seite, welche die m\e Ecke mit der 

(m+l)ten' verbindet; 9^ der Winkel, den die verlängerte Seite /^ mit der 

Axe der x bildet; &m der Winkel, den die durch l^ gehende Seitenfläche mit 

der Ebene der xy macht; endlich sei p^ das Loth von dem Fusspuncte der 

Höhe auf die Seite /^. Dann ist 
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Ihm 

Pm = (y — Jm) COS g)„ — (x—x^ sin y^ und cotang »^ — —' 
Das von der Spitze auf die S^ite 4 gefällte Loth hat die Länge ^^r i ^^^ 
^^* c,;,. Q." der Inhalt der betreffenden Seitenfläche und 

_ 1 x» ^^ 

WO die Summation sich auf die mit m bezeichneten Grossen bezieht und von 
der ersten bis zur letzten Ecke auszufuhren fst. 

Die Differentiation von u nach os und y geschieht (da diese Grössen 
von denen der Summation unabhängig fiiod)^ unter dem Sommationszeichen» 
und zwar nur an der Grösse ^^\ sie giebt . - . 

■ Ai du 

^ = — i^L sin 9^ cos &^, ^ = + \2l^ cos cp„. cos &„, . 

Hieraus folgt 

21^ sin 9^ cos iJ-^ = 0, 2lm cos ^« cos ^.^ = 0. 

Die gefundfenß Bedingung bezieht sich auf beide Goordinaten-Axen; da aber 
über deren Richtung keine Voraussetzung gemacht wurde, so ist dieselbe all- 
gemein folgende: 

Wird jede Seite der Grundflache nuf eine in der Ebene der letztiern 
bdiebigi gezggpne Linie pröjidrt und jede Projection multiplicirt mit dem Ci>- 
sinus des Winkels, den jene Ebene mit der der projicirten Seite angehörig^a 
Seitenfläche bildet, so muss die Summe dieser Producte = sein. 

Der Winkel g)„. ist in der polygonometrischen Bedeutung zu nehmen, 
bei welcher unter Anderm 

21^ sin 9^ = -27^ cos (f^ = 0, 

Der Ausdruck von p^ gilt für alle Werthe von fp^, in der Voraussetzung, 
dass p^ auf der dem Polygone zugewandten Seite von I^ liegt. Liegt p^ auf 
der entgegengesetzten Seite, so hat man 

/?» = (o?— 4P J . «in qw — (jr r-jgO- cos y,,, 
und tang d-^ wäre bei Anwendung des frühem Ausdrucks negativ. Da aber 
unter ^m der der Pyramide zugewandter Flächcnwinkel verstanden wird, ao ist 
för die zweite La^e von p^ der Winkel von ^^ allerdings stumpf. Daher 
wird Pin für beide Lagen durch den frühem Ausdrack gegeben. 

Ist die Grunbfläche der) Pyramide einem Kreise umschrieben, und nitAtnt 
man dann senkrecht über dessen Mittelpunct die Spitze der Pyramide, so sind 
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alle Winkel &^ einander gleich, und die so bestimmte Pyramide würde ein 
Maximum sein, wenn 

cos ^•^In sin 9^ = cos &. 21^ cos 9^ «= 
wäre. Diese Bedingung wird aber allerdings erfüllt, 

26. 

« 

Statt der Summe der Seitenflächen soll jetzt die Summe der Seitenkan- 
ten constant sein. Sie werden durch u bezeichnet; dann ist 

und die Bedingung des Maximums wird 

Eine beliebige, durch die Spitze mit der Grundfläche parallel gezogene 
Linie soll mit der Äxe der a? den Winkel X und mit der mten Seitenkante 
den Winkel o» bilden. Mit Hülfe der sechs Winkel, die von der Parallelen 
und von der mten Seitenkante mit den drei Coordinaten - Aien gebildet wer- 
den, findet man 

cos o^ = cos Z- V(((r-ar^)»+Cy-ym)V«') "+■ ^'° Z- V((*-a:.)VOr-y-0*+iP)' 
Hieraus folgt, da der Winkel X von den mit m bezeichneten Grossen unab- 
hängig ist: 

oder 

-Tcosa^rsO, 

also die Bedingung des Maximums, welche bereits in der gestellten Aufgabe 
mitgetheilt ist. Da das Resultat von dem Winkel x unabhängig ist, so kann 
die durch die Spitze gezogene Linie beliebig in der Ebene angenommen wer- 
den, welche mau parallel mit der Grundfläche durch die Spitze legt. 

Ist die gefundene Bedingung erfüllt und man trägt auf jede der Sei- 
tenkanten der Pyramide, von der Spitze an, gleiche Kräfte auf, so ist die Summe 
ihrer Projectionen auf jede durch die Spitze mit der Grundflache parallel ge* 
zogene Linie gleich 0: ein Beweis, dass die Ebene, in welcher jene Parallelen 
liegen , und die Ebene der Grundfläche selbst, auf der Resultirenden jener 
Kräfte senkrecht steht. Hieraus ergiebt sich ein neuer Ausdruck jener Be- 
dingung. 
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29. 

Von einem Dreiecke ist die Gruiicllinie und die Summe der Schenkel 
gegeben; die Spitze liegt demnach in ^iner Ellipse, deren Brennpuncte und 
grosse Aie bekannt sind. Die Gleichqng dieser Ellipse sei a^a:*+Ä*y*=s5a*Ä*. 
Sind nun a; und y die Coordinaten der Spitze, so hat man ads ea^ als Aus^ 
druck für die Länge der Schenkel , so wie ^(x=f^iie) und \y als Coordinaten 
ihrer resp. Schwerpuncte. 

Die Flächen, welche die Schenkel beschreiben, sollen wohl durch Ro- 
tation um die Linie A entstehen. Es sei deren Gleichung 

y = Ä7 taqg g) + n. 
Der senkrechte Abstand eines Puncts ipo'y') von ihr ist 
— y* cos cp + jy' sin. y + /i sin <p, 
die Abstände der genannten Schwerpuncte von ihr sind daher 

• — \y cos cp -f- 5(07=5=0^) sin 9 + n sin g), 
und nach dem Guldin sehen Satze erhält man als Ausdmck der von beiden 
Schenkeln zusammen beschriebenen Fläche: 

2'Tc(a+ ex) ( — ^y cos tp + 5(0? -^ ae) sin 9 + /i sin 9) 
+ 27r (a — ex) (— \y cos q) + \(x + ae) sin 9 + n sin 9), 
oder 

iita. {— y cos 9 + X sin 9(1 — e^) + 2/i sin 9I. 
Da durch die Gleichung der Ellipse y von x abhängt , so ist dieser 
Ausdruck eine Function von einer Veränderlichen ; die Bedingung für das Maii- 
mum oder Minimum jener Flächensumme ist daher 

dy • • a\ 

cos 9. ^ = sm 9(1 — er), 



oder, da bei der Ellipse j^: = — ^ ist 



— cos 9 . ^ = sin 9(1 — ^), oder 
7 = — X . cotang" 9. 
Die Spitze des Dreiecks muss also in dem Perpendikel von der Mitte 
der Grundlinie auf die Rotations -^xe liegen. Dieses hat mit der Ellipse 
zwei Durchschnitte, denen gleiche und entgegengesetzte Coordinatenwerthe 
entsprechen. Der zweite Differential -Coefficient nach x der Flächensumme 
ist 

— 2^a cos 9 jf^, 
Crelle's Joanial f. d. M. Bd. XXXQL Heft 4. 48 
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oder, da für die Ellipse -j^ = — -»--« ist : 

2 nb* cos y 

Der Durchschnitt mit positiven y liefert also das Minimum, der andere das 
Maximom der Flächensumme, im Fall^ der Winkel 9 spitz ist; umgekehrt 
verhält es sich, wenn 9 stumpf ist. Aber in beiden Fällen wird das Minimum 
von dem Puncte geliefert, welcher der Rotations - Aie am nächsten ist; von 
dem andern Puncte dagegen das Maximum. 

Erzeugen zw^ der ailföngiichen Bedingung entsprechende Dreiecke 
gleiche Flächensumroen F, so liegen ihre Spitzen auf dem Orte, dessen Glei- 
chung 

2ita. \ — ycosq)+ o? ain 9.(1 — ^) + 2n sin g)j = jP, 

oder 

yz=zx tang 9 .(1 — e*) + Const., 
ist, alio auf einer Sehne» welche durch jenes Perpeneikel halbirt wird. Ist diese 
Sehne ein Durchmesser, so liegt F in der Mitte zwischen dem Maximum und 
dem Minimum« 

Iserlobo, im September 1843. 
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Zt. 

Remarques sur la condition de Tegalit^ de deux 

racines d'iine ^quation alg^brique; et sur Quelques 

th^or^mes de G^om^trie, qui en suivent 

(Par Mr. F. Joaehimsthal de Berlin.) 

Ooit 
1. ax" + ajx""* + öaX'^' + ,...+ iin^2^^ + «V-i^ + a" = « 
1 equatioii generale de nieme degre', et 

A(x,,a:,, .-• ac„) 
le produit de toutes les K'^C^""^)) diffe'rences des racines Xi, Xa, .... ac, de 
requation (1.). Lexpression AC^Ci» •••• ^c*)* sera une fonction symelrique de 
ces racines, qui peiit ^tre exprimce par leür somme Si et par les sommes s%, 
^39 .... de leurs combinaisons a trois, quafre, et ainsi de suite. En substituant 
les valeurs de ces sommes 

Ol o, Oa 

•^1 = — ^» ^a = a' ^^'^'a'""* 

on introduit des fractions dont les d^nominateurs sodt les differentes puis« 
sances de iL U est facile ,de voir que a^f^^i eat la plus haute des puissances 
negatives contenues dans A^ ce qui exige, que ^ soit de la 2(n — l)ieiDe di- 
mension par rapport si Si, S2, s^, .... En efl'et, uoe fonction «ymetrique des 
racines X|, x^» .«.. ^»^ dont Xi est la poissance Ja plus haute de Xj, si on 
Fexprime par ^i, 53, sera au moins de la /ri^me dimensioa par rap- 
port h ^1, 5a, ...., ces quantites ^ant lineaires par rapport aux radnes. Mais 
on d^moo^era aussi, que le norobre des dimensions ne. peut surpasser k 
(Cf. Gauss ,,]>efno»stratio no^a altera, omoem functiooem algebraicam" etc 
Gottingae 1816)^ Dans fezprestion A^ cc scNit les factetirs (x|r — 9C^»(X|— ac^)^.•. 
...(xj — x„)^ qui renferment Xj; donc xj*^^^ sera Ja puis^ance la plus haute, c.q.f.d. 
En multipliant A^ par a^'^^\ 00 fait diaparattre tous les denominateurs. 
Soit a^"-'>A* = L, on sait que 

2. L = 
est la condition la plus simple qui doit avoir liea pbur que IVquation (!•) 
ait une racine double. Tous les termes en L qui.ne contiennent pas a^, 
sont aiTect^s du factcur 0^.1; cest ce que nous allon#x prouver. 

48* 
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En posant a'^zsO, il faut quiioe des racines de (1«) s'evanouisse, p. e. 
o:"; alors les quantites x^, x,, .... x^Li sont les racines de requation 

3. ax*-^*H-flia:'*^H-a4ir'^+...-+"fl„.i = 0. 
L*expgreflimo A(xi, x, xj' ^taot ^egaie ii - -^ 

eile se reduit a 

Ul (Xj , X2 , .... Xa__j^ Xj X2 .... X„_| . 

Mais on a 

3^1» 3C2> ^> • ••• ^n— 1 — — ^ » 

donc, en substituant cetfe valeur, on aura 

4. L = ol_ia«-»A(x„x, x_,)'. 

et en fesant 

A = a»^-^A(x„x»,....x^O'. 
on obtient 

L = Qn^i L ; c. q. f. d. 

On voit d*apres ce que nous avons demontre» que la condition £a = 1 
rend egales deux racines de Tequation (3.). De m^me il peut ^tre prouve, 
que Li se reduit ä 0^-2'^ ^n fesant fl„_i=0, et que Z<2=0 a la m^me signi- 
nification pour Tequation . 

axr*+fl/"'+.... + 0^3 = 0. 

En poursuivant, on parviendra h iL,^3=ai — 41202. On sdt que Z^b-i=sO 
rend Egales les dem radnes de aa^ + OiX + 0^=0. En fesant a^^^O, L^^ se 
r^doit a a]. 

11 sDit de ces remarques, que L peut eure present^ sous la forme 

L^ Bn + al,i\B^i + aU\B^2 + ii^{B^+ ..^.\\\. 
Lexpression Bn^i ne contieiit pas '€1., 

B—a - - - ö„, 0,1^1, 

jB,^3 • - - On, a^i, a^2^ et aiosi de suite. 

On troQvera dam L un terme olii^^, •• •• ^^1 dont le coefficient est funit^ po- 
sitive. L'exfiression L etaut.la m^oae en changeant les deuz seriea des quantitcfs 
Ona^iOn^.i.. 02 Ol a, 
et ö öl öj •••• öii-a fl^,-i ö«, 
on voit, que L est aussi susceptible de la forme suivante: 

L = A + al\A, + t4\^,+ i^\A, ....\\\, 
ou uli ne'contient pas a, 

Ar" ^ - a, Ol, 

• -^.At.-^' * - a, 01,02 etc. 
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2. 

Dans les recherches sur Ics surfaces et courbes algebriques, outre les 
coordinees ordinaires, on a introduit une quantite (v, dont la valeur numerique 
est egale a Tunite. Cest en rendant par (v homogenes les equations de ces 
Heux geometriqnes, qu on a simplifie leur theorie. 

Soient Jl g, h trois points situes en ligne droite, dont les coordonnees 
soient X, Y, TV\ x, y, w, |, % w, oü fT^=(v=<ö=l. Soient r et q les distances 

du premier point des deux autres. Nous supposerons que le quotient - est nc- 
gatif, si y est entre g et h, et positif dans le cas contrajre« On aura les equations 
suivantes: =^^ = — , ^ZM — —, ou bien 

X(q — r) = XQ — gr; r(q—r)=y(i — vr, 

auxquelles on peut ajouter Fequation identique 

^((i — r) = W{} — ur. I 

Donc la ligne droite qui passe par g et h, peut dtre exprimee par le Sy- 
steme des trois Equations suivantes 

On connait les coordonnees dun de ses points, le rapport des deux variables 
independantes r et 9 ^tant dönne. 
Soit 

r^quation dWe courbe algdbrique du d^gre n, que nous supposons reodue 
homogene par FFf comme nous lavons mentionnc plus haut Nous cherche- 
rons les Tintersections de cette courbe avec la droite (5.). En substituant les 
valeurs (5.) dans T^quation (6.), on obtient 

ouy en multipliaot par ((^-r-r)": 

7. ^(^x — r4 Qy—rrjf (Jfl^ — r») = 0. 
En developpant suivant les puissances de r et q^ on aura au lieu de (7.): 

a (?v~(r^r^ + rv^2 - ...■ +(-1)"''» rfci=<>- 

Cette equation fournit les differentes vuleurs de —, par lesquelles les n in- 

tersections de la droite (3.) et de la courbe (6.) sont detenmii^« Qumt 
aux coefficients p^pu on aura les valeurs suivantes: 
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Les expressions />,/?i,/?2# ••••/^» «onl des degres /i,/i — I,/i — 2....0 par 
rapport aax quantites x,y,cp, et des degres 09],2,..../i par rapport ä4'7>^. 
L'equation /? = est la m^me que l'equation de la courbe donnee. Si Ion 
tire du point {^,fiffü), ow h, toutes les tangentes possibles, dont le nombre est 
n(n — 1), les points de contact sont sur la courbe du {n — l)ieine degre 
^^==0. Si Ton tire les tangentes ä celles-ci, les points de contact sont sur la 
courbe du (n — 2)ien]e degre p2 = 0; et ainsi de suite. On a nonime ces 
differentes courbes premiere seconde etc. polaires de la courbe donnee par 
rapport au point (4#i7>a>); elles jouissent de proprietes metriques tres-re- 
niarquables. 

Si les deux points g et A, ou (x,^, w) et (4^f^)> sont choisis de ma» 
nicre que la ligne droite gh, ou (5.)» devienne une tangente k la courbe don- 
nee, deux des racines de l'equation (8.) seront egales. Designons par£=:0» 
comme nous Tavons fait ci-dessus» la condition» ^ laquelle doivent satisfaire les 
coeffidents p.pi,.... de lequation (8.): H est clair, qn 'en posant lescoordon- 
ne>s i$i,tj9w) constantes et (x.y^cp) variables/ la condition £=0 donnera tous 
les points qui, atec le point (4 17» ^)f determinent des tangentes k la coorbe 
donnee; c. a. d. IVquation L = represente Tensemble des tangentes qui 
passent par le point (^»i?»^)* 

Soient ^i=0, ^2=^, .... /n(n-i)=0 les equations de ces tangentes. Pour 
les trouver il faut resoudre dune equation du degre n(n — 1), ce qui en ge- 
nerale est impossible. Mais on peut trouver lexpression du produit /j, t^ ..m/,^»-i)=0, 
qui reprcsenfe egalement dinerentes tangentes; car ce produit ne d(fpend que 
des fonctions syinetriques des racines de IVquation alg^brique. Cest ce pro- 
duit qui est donne immediatemment par la quantife L. 

VoHa le theorJmc dont M. Cayley a fait mention dans le memofre 
No. 2. tome 34. ^e ce joumal, imprime avant celui-ci; il la presente saus 
une forme peu differente de la precedente. 
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Nous prendrons pour exemple les courbes du troisieme degre. Soit 

Pi^ 3/; » U(ax;^'i'ey+/cp^+2gya^2d'ccx+2dxy) 
+3iy (dx^+by^+/W+2eyiv+2givoi>h2e'xy) 
+3di(d^x^+ei^-i-cw^+2/^ya^2ßpx+2gxt/) 
/?a= 6/2 " 6^(axrhdy+d^(v)+6riX^^X'^by+ew)+QcP (fx+fy+cop) 

+12v^(£x+ey+/^op)+12cii,{d'x+gy+/iv)+l2if/^^^ 
py=^/^6a^+6lnj^'^c^+18^rH'l8d'e<S^\8e^^^^ 

II est facile de voir que les expressions /^^ ^'^ fuf^ sc transforment 
les unes dans les autres par un changement des lettres x,y^w et 4}^i6>; ce qui 
nW quuu cas particulier dun theoreme general. Les equatioos de/=0,/2=0, 
/^=0 sont Celles de la courbe et de sts polaires par rapport au point (4*7>^« 
LVquation (8.) se transforme an 

et la condition de h d*une racioe double est 

Teile est requation du Systeme des tangentes qui passent par le point 
(4^>^)* Pour trouver les intersections de ces tangentes et de la courbe» il faut 
combiner l'equation (9.) avec celle de la courbe y=0. Alors Fequation (9.) se 

Le facteur^x indique, que les lignes representces par (9.)^ sont des tangentes ä la 
courbe ^^"=0, et que les points de contact sont situes sur la section conique 
y^sO. Les autres intersections de ces tangentes sont situees sur la conique 

10. -3/,» + 4/;/," = 0. 

On voity que la conique (10.) et la polaireyj=0 ont un contact double, 
et que la chorde du contact est la polaire f^ = 0. Mais en tirant les deux 
tangentes de (4^><^) ^ la courbe fi=Xi, on sait que la cborde de contact est 
^lement ^=0; doü ressort le tbeoreme suivant: 

En tirant d'un point h six tangentes a une courbe du troisieme degre, 
les points de contact sont situes sur une section conique (^); les tangentes 
coupent la courbe en six autres points , qui sont egalement situes sur une 
conique jß ; les coniques A et B ont un contact double, et les tangentes com- 
munes passent par le point h. 

La premiere partie du theoreme est connue ; mais on n*avait pas encore 
Fequation (10.) de la conique B. 



376 22. Joachmsihal, note sur les iquatiom algibriques. 

On peut encorc dcteiminer 1a conique B par une relation metrique. 

3. 

En fesant usage des developpements algebriques du No. 1., on peut ge- 
neraliscr le tbeoreme precedent. Soit Pi^=0 une courbe aigcbrique du degre /, 
et posons 

Si Fequation d une autre courbe algebrique peut etre presentce sous la 
forme 12. Up^ + Fpj^^ = 0, 

Celle -ci et la courbe ^^==0 auront i(i — 1) tangentes communes, qui passen! 
par (4i7f^* l^n effet, pour quune tangente h la courbe (12.) passe p^T(£„v,i!)f 
les coordonnees du point de contact doivent satisfaire ä la condition 

^ ^ 8S "*"^ d^ "*-^ 9^^ -"• 

ou bien a 

/ ö^ »'^ .9Ü, ^ ^^ „ ,.9F 9F .9Fv ^ 

'^A-h, +/^i(löi "*" ^9j^ "*" ''9S> + 2/>,-^'A^'+«^+/^?+i(^9i+^^+^9S> = ®- 
Mais les interscctions de /7i=0, et ^;^| = 0, qui toutes sont situees sur la courbe 
(2.), satisfont a cette condition; et'comme toutes les tangentes ä /7j = dans 
ces memes points passent par le point (^,i?,w), les courbes pi=0 et (12.) ont 
/'(/ — 1) tangentes communes; c. q. f. d. 

Soit Z.=0 IVquation du Systeme des tangentes k la courbe du /lieme 
degre p=^ih issues du point (£,77,cu) ou h, ii est clair, par ce que nous avons 
demontre plus haut, que L est susceptible de la forme pV+plLi^ ou la di- 
mension de L est n{n—l) — 2(n~I)= (n—1) (n—2)\ de m^e Li peut 
£tre mis sous la forme PiUi -¥ p^ I^f ou L^ est une expression de la 
{n — 2) (fi — 3)ieme dimension; et ainsi de suite. 

On obtient par ces considerations le tbeoreme suivant: 

Les 71(71 — 1) tangentes a une courbe ^=0 du 7iieme degr^, qui passent 
par un point h^ ont leur points de contact dans une courbe pi^^O da degre 
n — 1; elles coupent la courbe )o=0 dans 7i'(7i-l)-2(7i-l)=7i(»-l)(7i~2) 
nouveaux poinls, qui sont sur une courbe L^ du degre (n — l)(7i — 2); les cour- 
bes Li ei pi ont (7* — ^)(n — 2) tangentes communes qui passent par le point Ä. 

Berlin en November 1846. 



Gedrackt bei J. Petf ch in Beriio. 
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